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P r e s e n t a c i ó n
U n o d e l o s o b j e t i v o s p r i o r i t a r i o s q u e m e h e p l a n t e a d o a l i n i c i a r m i s
t a r e a s d o c e n t e s d e n t r o d e l a C á t e d r a d e C á l c u l o d e E s t r u c t u r a s d e l a
E s c u e l a T é c n i c a S u p e r i o r d e I n g e n i e r o s d e C a m i n o s , C a n a l e s y P u e r t o s
d e S a n t a n d e r h a s i d o l a e l a b o r a c i ó ñ d e u n a s n o t a s d e c l a s e s q u e rec~
g i e r a n l a i n f o r m a c i ó n d i s p e r s a e n d i s t i n t o s l i b r o s y p u b l i c a c i o n e s ,
y f a c i l i t a r a s í a l a l u m n o s u a p r e n d i z a j e d e l a s a s i g n a t u r a s i m p a r t i -
d a s .
I n i c i a l m e n t e , s e c o m e n z ó c o n l a p u b l i c a c i ó n d e e j e r c i c i o s p r á c t i c o s y
p r o b l e m a s , s o b r e t e m a s q u e c o m p o n e n e l p r o g r a m a d e l a a s i g n a t u r a C á l -
c u l o d e E s t r u c t u r a s r , y q u e h a b i a n s i d o p r o p u e s t o s c o n a n t e r i o r i d a d
e n d i s t i n t a s p r u e b a s y e x á m e n e s . C o n l a d e s c r i p c i ó n d e t a l l a d a d e l a -
r e s o l u c i ó n d e e s t o s e j e r c i c i o s s e i n t e n t a b a a c l a r a r p u n t o s d i f e r e n t e s
d e l a t e o r í a a s í c o m o a l l a n a r d i f i c u l t a d e s t í p i c a s q u e s e e n c u e n t r a n
e n e l c á l c u l o . L a a y u d a p r e s t a d a e n e s t e e s f u e r z o d o c e n t e p o r l o s e x -
a l u m n o s y y a e n t o n c e s c o l a b o r a d o r e s e n l a C á t e d r a h a s i d o v a l i o s í s i m a .
U n p a s o h a c i a a d e l a n t e h a s i d o l a r e d a c c i ó n d e u n a s l e c c i o n e s q u e r e -
s u m { a n l a s i d e a s m a s i m p o r t a n t e s e x p u e s t a s e n c l a s e . E s t a t a r e a , sup~
s o u n p r o c e s o c o n s t a n t e d e n u m e r o s a s t e n t a t i v a s , q u e p e r m i t i e r o n a l -
f i n a l a l c a n z a r u n a p u b l i c a c i ó n c o n u n c a r á c t e r m a s d e f i n i t i v o , c o m o
l a q u e a h o r a s e p r e s e n t a . E s t a c o n s t i t u y e l a f i n a l i z a c i ó n d e u n a p a r -
t e d e l a a s i g n a t u r a , i m p o r t a n t e d e s d e e l p u n t o d e v i s t a d o c e n t e , r e f e
r e n t e a l c á l c u l o c o n v e n c i o n a l d e e s t r u c t u r a s , y q u e s e i n i c i ó c o n e l
l i b r o E s t r u c t u r a s R e t i c u l a d a s . A m b a s p u b l i c a c i o n e s s e h a b i a n p r e v i s t o
i n i c i a l m e n t e e n u n s o l o l i b r o , p e r o l a s u r g e n c i a s d e l a e n s e ñ a n z a e x i
g i e r o n , q u e v i e r a l a l u z p r i m e r a m e n t e l a s e g u n d a p a r t e , r e l e g a n d o l a
q u e a h o r a s e p r e s e n t a , E s t r u c t u r a s A r t i c u l a d a s , a u n a e t a p a p o s t e r i o r .
E s t a d e m o r a h a p e r m i t i d o e n r i q u e c e r l a s n o t a s i n i c i a l e s , c o n l a a p o r -
t a c i ó n i n e s t i m a b l e d e l P r o f . d e C a n g a s , q u e h a d e s a r r o l l a d o e n e l c a -
p í t u l o p r i m e r o u n r e s u m e n h i s t ó r i c o d e l C á l c u l o d e E s t r u c t u r a s , perm~
t i e n d o s i t u a r l o d e n t r o d e u n a p e r s p e c t i v a h i s t ó r i c a . S u c o l a b o r a c i ó n ,
p r i m e r a m e n t e e n u n o s a p u n t e s p r e l i m i n a r e s s o b r e e s t e m i s m o t e m a y a h o
r a e n l a m e j o r r e d a c c i ó n d e l o s p r i m e r o s c a p í t u l o s d e l t e x t o y e n r e -
s o l u c i ó n d e n u m e r o s o s e j e m p l o s y e j e r c i c i o s p r o p u e s t o s q u e h a n e l e v a d o ,
e n m i o p i n i ó n , e l i n t e r é s y e f i c a c i a d i d á c t i c a d e e s t a p u b l i c a c i ó n .
M e n c i ó n a p a r t e m e r e c e n l o s P r o f e s o r e s T o r r e s y M o r e n o , q u e s i b i e n n o d i
r e c t a m e n t e i n v o l u c r a d o s e n e l d e s a r r o l l o d e e s t a p u b l i c a c i ó n , s u l a b o r -
p r i m e r a , h a c o n t r i b u i d o e n l a e l a b o r a c i ó n d e a l g u n a s d e l a s p r i m e r a s
t e n t a t i v a s . S u e f i c a z c o l a b o r a c i ó n e n a n t e r i o r e s p u b l i c a c i o n e s s o b r e Pr~
b l e m a s d e C á l c u l o d e E s t r u c t u r a s , m u c h o s d e c u y o s r e s u l t a d o s h a n s i d o
u t i l i z a d o s a h o r a , l e g i t i m a n s u i n c l u s i ó n e n e l g r u p o d e a u t o r e s d e e s t e
l i b r o . P o r o t r a p a r t e t o d o s e l l o s e s p e r a n q u e c o n e s t a p u b l i c a c i ó n d e l
D e p a r t a m e n t o , q u e c i e r r a u n i m p o r t a n t e c i c l o d e a y u d a d o c e n t e , s e a l -
c a n c e u n a m a y o r e f i c a c i a e n l a e n s e ñ a n z a d e l a a s i g n a t u r a C á l c u l o d e E s
t r u c t u r a s l .
S a n t a n d e r , A g o s t o 1 9 8 6
A v e l i n o S a r n a r t í n
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C A P I T U L O 1 . - C O N C E P T O S P R E V I O S
1 . 1 I N T R O D U C C I O N
E n s u o b r a " R a z o n y s e r d e l o s t i p o s e s t r u c t u r a l e s " , E d u a r d o T o r r o j a a l u d e a l
c o n c e p t o " e s t r u c t u r a " e n l o s s i g u i e n t e s t é r m i n o s : " . . . a l d e c i r t i p o e s t r u c t u
r a l s e h a c e r e f e r e n c i a a l c o n j u n t o d e e l e m e n t o s r e s i s t e n t e s , c a p a z d e m a n t e n e r
s u s f o r m a s y c u a l i d a d e s a l o l a r g o d e l t i e m p o , b a j o l a a c c i o n d e l a s c a r g a s y
a g e n t e s e x t e r i o r e s a q u e h a d e e s t a r s o m e t i d o , e s d e c i r , a l a p a r t e d e lacon~
t r u c c i o n q u e g a r a n t i z a l a f u n c i o n e s t a t i c a ( a n t e s c i t a d a ) y q u e , a f a l t a d e
o t r a p a l a b r a m e j o r , s e l l a m a e s t r u c t u r a " .
E l c o n c e p t o d e e s t r u c t u r a s e r e l a c i o n a , p o r l o t a n t o , c o n c a r a c t e r í s t i c a s
d e u n a o b r a d i s t i n t a s d e s u f u n c i o n a l i d a d . E n e f e c t o , l a s c o n s t r u c c i o n e s p u e -
d e n s e r d i s e ñ a d a s y r e a l i z a d a s c o n f i n a l i d a d e s m u y d i f e r e n t e s - u n p u e n t e perm~
t e s a l v a r e l c r u c e d e d o s t r a f i c o s ; u n e d i f i c i o d e v i v i e n d a h a d e s a t i s f a c e r
l a s c o n d i c i o n e s d e h a b i t a b i l i d a d ; u n a p r e s a c o n s e r v a r u n v o l u m e n d e a g u a c o n f i
n e s e s p e c í f i c o s d e a b a s t e c i m i e n t o o e n e r g é t i c o s , e t c . - ; s i n e m b a r g o , e x i s t e u n
c o n d i c i o n a n t e c o m ú n a t o d a s e l l a s , p r e v i o a s u f u n c i o n a l i d a d , q u e p u e d e r e s u -
m i r s e b a j o e l t é r m i n o d e " r e s i s t e n c i a " ( r e - e x i s t e n c i a ) ; e s d e c i r , l a s c o n s t r u c
c i o n e s d e b e n d e s o s t e n e r s e y p e r d u r a r , a l m e n o s u n t i e m p o r a z o n a b l e . E n o t r a s
p a l a b r a s , d e b e n d e s e r e s t a b l e s .
E l e s t u d i o d e l a s c o n d i c i o n e s d e e s t a b i l i d a d y r e s i s t e n c i a d e l a s c o n s t r u c
c i o n e s s e r e á l i z a d e n t r o d e l a m b i t o d e u n a c i e n c i a q u e , d e f o r m a g e n é r i c a , p u e -
d e d e n o m i n a r s e m e c a n i c a d e l a s e s t r u c t u r a s .
C o n o b j e t o d e d e t e r m i n a r d e m o d o r a z o n a b l e e l a l c a n c e d e e s t a c i e n c i a , e s
c o n v e n i e n t e r e v i s a r s u c i n t a m e n t e e l p r o c e s o i m p l í c i t o e n e l c a l c u l o d e u n a e s -
t r u c t u r a . E s t e p u e d e s e r d i v i d i d o e n t r e s f a s e s f u n d a m e n t a l e s ( f i g u r a 1 . 1 ) : I d e a
l i z a c i o n , c a l c u l o p r o p i a m e n t e d i c h o e i n t e r p r e t a c i o n .
E n l a p r i m e r a f a s e s e t r a d u c e l a o b r a d e l i n g e n i e r o e n u n m o d e l o m a t e m a t i -
c o o e s t r u c t u r a q u e h a d e r e p r e s e n t a r l a s p r o p i e d a d e s m a s r e l e v a n t e s d e l a c o n s
t r u c c i o n . E n l a s i g u i e n t e f a s e - o b j e t o e s p e c í f i c o d e l c a l c u l o d e e s t r u c t u r a s - ,
y m e d i a n t e l a u t i l i z a c i o n d e l o s r e c u r s o s v a r i o s p r o c e d e n t e s d e o t r a s d i s c i p l i -
n a s , s e a n a l i z a d i c h o m o d e l o m a t e m a t i c o c o n o b j e t o d e d e d u c i r u n a s e r i e d e r e -
s u l t a d o s c u y a a p l i c a c i o n a l a r e a l i d a d d e l a c o n s t r u c c i o n s e r e a l i z a e n l a ú l t i
m a f a s e , d e n o m i n a d a i n t e r p r e t a c i o n .
2 .
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F I G U R A 1 . 1 F a s e s d e l c a l c u l o d e u n a e s t r u c t u r a .
S e c o m p r e n d e q u e l a i d e a l i z a c i ó n e s t r u c t u r a l y l a i n t e r p r e t a c i ó n d e r e s u l -
t a d o s e x i g e n u n a m u y e l e v a d a c a r g a d e e x p e r i e n c i a e i n t u i c i ó n ; e s d e c i r , o f i c i o .
A d e m a s , c o n v i e n e t e n e r p r e s e n t e q u e a m b a s f a s e s e s t a n í n t i m a m e n t e r e l a c i o n a d a s .
L a i n t e r p r e t a c i ó n y a p l i c a c i ó n a l p r o y e c t o d e l o s r e s u l t a d o s d e u n c a l c u l o e s -
t r u c t u r a l d e p e n d e n , e n g r a n m e d i d a , d e l a i d e a l i z a c i ó n o t i p o d e m o d e l o consid~
r a d a ; c o n t r a r i a m e n t e , e s t e p u e d e v e r s e i n f l u i d o d e m o d o e x t r a o r d i n a r i o p o r l a
c l a s e d e r e s u l t a d o s o e f e c t o s e s t r u c t u r a l e s q u e s e d e s e e n a n a l i z a r .
E j e m p l o 1 . 1
E n e l c a l c u l o e s t r u c t u r a l d e u n t a b l e r o d e p u e n t e e x i s t e n d i f e r e n t e s r e s u l
t a d o s q u e d e b e c o n o c e r e l i n g e n i e r o p a r a p r o c e d e r a l d i m e n s i o n a m i e n t o o c o m p r o -
b a c i ó n d e l m i s m o .
A v e c e s s e r e a l i z a u n c a l c u l o d e n o m i n a d o l o n g i t u d i n a l e n e l q u e s e s u p o n e
l a e s t r u c t u r a c o m p u e s t a p o r b a r r a s ( v i g a c o n t i n u a , p ó r t i c o p l a n o , e t c . ) . D e e s -
t a f o r m a s e c o n o c e n l o s e s f u e r z o s r e s u l t a n t e s q u e a c t ú a n e n c u a l q u i e r s e c c i ó n
t r a n s v e r s a l d e l t a b l e r o . S i s e d e s e a s e c o n o c e r l a d i s t r i b u c i ó n d e e s t o s e s f u e r -
z a s ( o t e n s i o n e s , s e g ú n l o s c a s o s ) a t r a v é s d e d i c h a s e c c i ó n , s e c o m p r e n d e q u e
e l m o d e l o e s t r u c t u r a l a n t e r i o r n o s e r í a a p l i c a b l e . S e h a c e n e c e s a r i o , p o r l o t a n
t o , u n a n a l i s i s d e r e p a r t o d e e s f u e r z o s , q u e s e l o g r a m e d i a n t e o t r o s m o d e l o s q u e
c o n s i d e r a n e l c a r á c t e r b i d i m e n s i o n a l d e l t a b l e r o : l o s a o r t ó t r o p a , e m p a r r i l l a d o
p l a n o , l a m i n a p l e g a d a , e t c . A s i m i s m o , c o n e s t o s m o d e l o s b i d i m e n s i o n a l e s s e p u e -
d e n c a l c u l a r l o s v a l o r e s d e l o s e s f u e r z o s q u e p u e d e n p r o d u c i r s e e n e l t a b l e r o e n
d i r e c c i 6 n t r a n s v e r s a l .
P o r ú l t i m o , p u e d e s e r d e i n t e r é s c o n o c e r l o s e f e c t o s l o c a l e s e n e l t a b l e r o ,
e s d e c i r , l o s p r o d u c i d o s e n l a v e c i n d a d d e l l u g a r d e a p l i c a c i ó n d e c a r g a s c o n c e n
t r a d a s ( r u e d a s d e l o s v e h í c u l o s , a p o y o s , e t c . ) . S e c o m p r e n d e q u e n o e s p o s i b l e ,
c o n l o s m o d e l o s m o n o y b i d i m e n s i o n a l e s a n t e r i o r e s , o b t e n e r e s t e t i p o d e e s f u e r -
z o s . L a i d e a l i z a c i ó n p r e c i s a e n e s t e c a s o c o r r e s p o n d e a u n a e s t r u c t u r a t r i d i m e n
s i o n a l , q u e p u e d e s e r a n a l i z a d a c o n e l r e c u r s o d e l a s t é c n i c a s d e l a E l a s t i c i d a d .
S e o b s e r v a , p u e s , c ó m o , p o r u n a p a r t e , l o s r e s u l t a d o s d e d u c i d o s d e u n a n á l i -
s i s d e p e n d e n d e l m o d e l o e l e g i d o y , p o r o t r a , c ó m o d i c h o m o d e l o e s t a c o n d i c i o n a d o
a l t i p o d e r e s u l t a d o s q u e s e p e r s i g u e n .
E l o b j e t i v o d e e s t a p u b l i c a c i ó n e s e l d e d e s a r r o l l a r l a m e n c i o n a d a f a s e s e
g u n d a d e n t r o d e l p r o c e s o d e u n c a l c u l o e s t r u c t u r a l y q u e , e n l o s u c e s i v o , s e d e
s i g n a c o n e l n o m b r e d e c á l c u l o d e e s t r u c t u r a s .
S i b i e n e x i s t e n m u c h o s e i m p o r t a n t e s p r o b l e m a s q u e p u e d e n s e r i n c l u i d o s d e n
t r o d e l a m b i t o d e l c a l c u l o d e e s t r u c t u r a s , a q u í ú n i c a m e n t e s e r a n t r a t a d o s a q u e -
l l o s q u e s o n e s p e c í f i c o s d e l a n a l i s i s , e s d e c i r , l o s c o r r e s p o n d i e n t e s a l e s t u d i o
d e l a s r e l a c i o n e s e n t r e l a s e x c i t a c i o n e s e s t r u c t u r a l e s ( a c c i o n e s ) y l a s r e s p u e s -
t a s ( r e s u l t a d o s ) . S e d e j a n , p o r l o t a n t o , d e l a d o t o d o s l o s p r o b l e m a s f u n d a m e n t a
l e s d e s í n t e s i s o p r o y e c t o d e s i s t e m a s e s t r u c t u r a l e s i n c l u i d o s d e n t r o d e l t e r m i -
n o d i s e ñ o ó p t i m o d e e s t r u c t u r a s , a s í c o m o l o s r e l a t i v o s a l a c a d a v e z m a s i m p o r -
t a n t e r a m a d e l c a l c u l o d e e s t r u c t u r a s d e n o m i n a d a t e o r í a d e l a I d e n t i f i c a c i ó n .
S i s e c o n s i d e r a e l t r i n o m i o e x c i t a c i ó n - e s t r u c t u r a - r e s p u e s t a , e l a n a l i s i s s u
p o n e t o t a l m e n t e c o n o c i d a s l a s c a r a c t e r í s t i c a s d e l o s d o s p r i m e r o s t e r m i n a s - e x c i
t a c i ó n y e s t r u c t u r a - , s i e n d o s u o b j e t i v o l a d e t e r m i n a c i ó n d e l a r e s p u e s t a e s t r u c
t u r a l .
E n l a s í n t e s i s s e i n t e n t a d e f i n i r l a e s t r u c t u r a , d e m o d o q u e s u c o m p o r t a m i e n
t o a n t e u n a e x c i t a c i ó n o c o n j u n t o d e e x c i t a c i o n e s s e a ó p t i m o y p r o d u z c a u n a r e s -
p u e s t a a d e c u a d a .
P o r ú l t i m o , e n l a i d e n t i f i c a c i ó n e s t r u c t u r a l s e d i s p o n e , c o m o d a t o , d e l c o m
p o r t a m i e n t o e s t r u c t u r a l , e s d e c i r , l a r e l a c i ó n e x c i t a c i ó n - r e s p u e s t a , y s u o b j e t i
v a e s l a d e t e r m i n a c i ó n d e l a s c a r a c t e r í s t i c a s d e l a e s t r u c t u r a . U n s e n c i l l o e j e m
p l o c o r r e s p o n d e a l e n s a y o d e u n a p r o b e t a e n e l l a b o r a t o r i o , s i b i e n p o d r í a n c i -
t a r s e s i t u a c i o n e s T h a s c o m p l e j a s , c o m o e s e l c a s o d e l a e x p e r i m e n t a c i ó n d i n á m i c a
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d e e s t r u c t u r a s , e n m e s a v i b r a n t e , p a r a l a o b t e n c i ó n , e n t r e o t r o s r e s u l t a d o s , d e
l a s c o n s t a n t e s q u e d e f i n e n l o s m e c a n i s m o s d e a m o r t i g u a m i e n t o .
E n r e s u m e n , c o r n o s e h a i n d i c a d o a n t e r i o r m e n t e , e l o b j e t i v o d e e s t a p u b l i c a
c i ó n s e c e n t r a r a e n e l a n a l i s i s e s t r u c t u r a l .
1 . 2 A S P E C T O S C I E N T I F I C O S y T E C N O L O G I C O S D E L C A L C U L O D E E S T R U C T U R A S
1 . 2 . 1 C o n c e p t o s d e c i e n c i a y t é c n i c a
E l D i c c i o n a r i o d e l a R e a l A c a d e m i a E s p a ñ o l a d e l a L e n g u a i n c l u y e l a s i g u i e n t e a
c e p c i ó n d e l v o c a b l o ¡ ' c i e n c i a " : l l C u e r p o d e d o c t r i n a m e t 6 d i c a m e n t e f o r m a d o y o r d e
n a d o q u e c o n s t i t u y e u n a r a m a p a r t i c u l a r d e l s a b e r h u m a n o
l l
.
R e s u l t a e v i d e n t e , p o r l o t a n t o , e l c a r a c t e r c i e n t í f i c o d e l c a l c u l o d e e s -
t r u c t u r a s c u y o s p r i n c i p i o s r e c t o r e s s o n c o m u n e s a l o s d e l a s c i e n c i a s m a d r e s d e
l a s q u e s e n u t r e : m a t e m a t i c a s , m e c a n i c a , c i e n c i a d e l o s m a t e r i a l e s , e t c . S i n e m
b a r g o , n o s e t r a t a d e u n a c i e n c i a p u r a p r o p i a m e n t e d i c h a , s i n n i n g u n a c o m p o n e n -
t e d e a p l i c a c i 6 n .
A t e n d i e n d o a l a d e f i n i c i ó n d e N . B r u g g e r s o b r e l a t é c n i c a c o m o l l e l a p r o v e -
c h a m i e n t o o r d e n a d o d e l o s r e c u r s o s y f u e r z a s n a t u r a l e s , f u n d a d o e n e l c o n o c i m i e n
t o d e l a N a t u r a l e z a y p u e s t o a l s e r v i c i o d e l a s a t i s f a c c i ó n d e l a s n e c e s i d a d e s
d e l h o m b r e
l l
, s e i n f i e r e q u e e l c a l c u l o d e e s t r u c t u r a s e s t a m b i é n , e n p a r t e , u n a
t é c n i c a .
1 . 2 . 2 A s p e c t o s c i e n t í f i c o s d e l c a l c u l o d e e s t r u c t u r a s
A s í p u e s , p o r l o q u e a n t e c e d e , e l c a l c u l o d e e s t r u c t u r a s g o z a d e a m b a s c u a l i d a
d e s ( c i e n t í f i c a s y t é c n i c a s ) , e s d e c i r , c o n s t i t u y e u n e j e m p l o d e c i e n c i a a p l i -
c a d a , o t a m b i é n c i e n c i a - t é c n i c a .
E n e s t e c o n t e x t o , e l c a l c u l o d e e s t r u c t u r a s p a r t i c i p a d e l c o n t i n u o d e b a t e
q u e e n l a i n g e n i e r í a e x i s t e e n t r e o b s e r v a c i ó n y e s p e c u l a c i ó n c o n v i s t a s a l a a
p l i c a c i ó n . S ó l o u n a v i s i ó n c i e n t í f i c a p u e d e d a r c o n t e n i d o a l a t é c n i c a ; e n p a -
l a b r a s d e L e o n a r d o d a V i n c i : " S t u d i a p r i m a l a s c i e n z a e p o i s e g u i t a l a p r a c t i -
c a , n a t a d a e s s a s c i e n z a ' l . E n e l c a s o d e l a n a l i s i s d e e s t r u c t u r a s ( ¡ C U a n t a s v~
c e s s e o l v i d a : ) n o t i e n e s e n t i d o , p o r e j e m p l o , r e c u r r i r a u n a s m e d i d a s d e e x -
t e n s o m e t r í a s i n t e n e r u n p r o f u n d o c o n o c i m i e n t o d e l c o m p o r t a m i e n t o e s t r u c t u r a l
y d e s u s c a u s a s . P e r o t a m p o c o p u e d e e l i n g e n i e r o d e t e n e r s e e n l a o b t e n c i ó n d e
u n o s c a l c u l o s d e d u c i d o s d e u n a t e o r í a , p u e s t o q u e l l e l a n a l i s i s e s u n m e d i o p a -
r a u n f i n - n o u n f i n e n s í - , y a q u e e l o b j e t i v o p r i m a r i o d e l i n g e n i e r o e s t r u c -




A f i n d e i l u s t r a r , m e d i a n t e e j e m p l o s c o n c r e t o s , e l c o n t e n i d o c i e n t í f i c o d e l
c a l c u l o e s t r u c t u r a l , s e d e s c r i b e n a c o n t i n u a c i 6 n a l g u n a s a r e a s d e l m i s m o q u e h a n
p o d i d o s e r d e s a r r o l l a d a s g r a c i a s a l a a p l i c a c i ó n d e l a c i e n c i a n u t r i c i a c o r r e s -
p o n d i e n t e . C o n c r e t a m e n t e , s e h a r a r e f e r e n c i a a l a s m a t e m a t i c a s , m e c a n i c a . y c i e n -
c i a d e l o s m a t e r i a l e s .
- H a t e m a t i c a s
S e d i s t i n g u e n a q u í a l g u n a s r a m a s d e l á m a t e m a t i c a q u e h a n i n f l u i d o d e f o r m a
e s p e c i a l e n e l a n a l i s i s e s t r u c t u r a l .
E l a n a l i s i s m a t r i c i a l y , e n g e n e r a l , t o d a e l á l g e b r a l i n e a l h a n g e n e r a d o
u n c a l c u l o m a t r i c i a l d e e s t r u c t u r a s p r o p i o , c o r r e s p o n d i e n t e a l d e s a r r o l l o d e m é
t o d o s e s t r u c t u r a l e s o r g a n i z a d o s e n s u n o t a c i ó n , d e f o r m a t a l q u e p u e d a n s e r f á -
c i l m e n t e t r a t a d o s p o r u n o r d e n a d o r .
L o s c a l c u l o s v e c t o r i a l y t e n s o r i a l c o n s t i t u y e n h e r r a m i e n t a s i m p r e s c i n d i b l e s
e n l a e x p o s i c i ó n d e l a t e o r í a g e n e r a l d e l á m i n a s , a s í c o m o e n l o s m o d e r n o s t r a t a
m i e n t o s d e l a e l a s t i c i d a d y p l a s t i c i d a d .
E l c a l c u l o d e e s t r u c t u r a s c o n t i n u a s e x i g e u n o s c o n o c i m i e n t o s e s e n c i a l e s y
c o m p l e t o s d e c a l c u l o d i f e r e n c i a l e i n t e g r a l p a r a e l p l a n t e a m i e n t o d e l a s e c u a -
c i o n e s g e n e r a l e s .
L o s r e c u r s o s a n a l í t i c o s a c t u a l e s n o p e r m i t e n r e s o l v e r g r a n n ú m e r o d e probl~
m a s e s t r u c t u r a l e s q u e n o r m a l m e n t e a p a r e c e n e n l a p r a c t i c a p r o f e s i o n a l , s i e n d o
i n e l u d i b l e r e c u r r i r a t é c n i c a s n u m é r i c a s c u y o a u g e h a s i d o i m p r e s i o n a n t e t r a s l a
a p a r i c i ó n d e l c o m p u t a d o r . E l c a l c u l o n u m e r i c o s e h a c e , p u e s , i m p r e s c i n d i b l e p a r a
a b o r d a r m u l t i t u d d e p r o b l e m a s : I n t e g r a c i ó n n u m é r i c a , e n l a d e t e r m i n a c i ó n d e l a s
c a r a c t e r í s t i c a s d e u n e l e m e n t o a l u t i l i z a r e l m é t o d o d e l o s e l e m e n t o s f i n i t o s ;
o b t e n c i ó n d e a u t o v a l o r e s y a u t o v e c t o c r : - e s ( t é c n i c a s d e i t e r a c i ó n i n v e r s a , J a c o b i ,
e t c . ) e n l a r e s o l u c i ó n m o d a l d e p r o b l e m a s d i n a m i c o s ; m é t o d o s n u m é r i c o s ( N e w t o n -
R a p h s o n , e n d i f e r e n c i a s , e t c . ) e n l a r e s o l u c i ó n d e p r o b l e m a s n o l i n e a l e s , . . . . .
s o n a l g u n o s d e l o s m ú l t i p l e s e j e m p l o s q u e p o d r í a n s e r c i t a d o s .
E l a n á l i s i s f u n c i o n a l h a s i d o a p l i c a d o a l c a l c u l o e s t r u c t u r a l d e s i s t e m a s
c o n t i n u o s d e s a r r o l l a d o a p r i n c i p i o s d e s i g l o ( t é c n i c a s d e N a v i e r o L é v y e n t e o -
r í a d e p l a c a s , p o r e j e m p l o ) .
A c t u a l m e n t e e l p l a n t e a m i e n t o i n d i r e c t o v a r i a c i o n a l d e l c a l c u l o d e e s t r u c t u
r a s , c o m o f o r m a d é b i l d e l a e c u a c i ó n d i f e r e n c i a l , h a p e r m i t i d o l a u t i l i z a c i ó n
d e t é c n i c a s d e s a r r o l l a d a s e n 1 9 0 5 p o r R i t z y o t r o s , c r e a n d o n u e v o s p r o c e d i m i e n -
t o s n u m é r i c o s q u e s o n o b j e t o d e e s t u d i o e n l a T e o r í a d e l a s v a r i a c i o n e s .
L a t e o r í a d e l a s t r a n s f o r m a c i o n e s i n t e g r a l e s ( t r a n s f o r m a c i o n e s d e L a p l a c e
y F o u r i e r ) s e u t i l i z a , p o r e j e m p l o , e n l a d i n á m i c a d e e s t r u c t u r a s .
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A p e s a r d e s u f r e c u e n t e a p l i c a c i ó n , l a t e o r í a d e l a s p r o b a b i l i d a d e s y l a e~
t a d í s t i c a a ú n t i e n e n u n i m p o r t a n t e c a m p o a b i e r t o e n n u m e r o s a s a r e a s d e l c á l c u l o
e s t r u c t u r a l : d e s d e l a d e f i n i c i ó n d e l a s a c c i o n e s y c a r a c t e r í s t i c a s d e l o s m a t e -
r i a l e s h a s t a l a d e t e r m i n a c i ó n d e l e s t a d o t e n s i o n a l .
- M e c á n i c a
L a i m p o r t a n c i a q u e e s t a c i e n c i a t i e n e e n e l c á l c u l o d e e s t r u c t u r a s e s t a l
q u e é s t e p u e d e s e r c o n s i d e r a d o c o m o u n a a p l i c a c i ó n d e l a m e c á n i c a d e l o s m e d i o s
c o n t i n u o s d e f o r m a b l e s . L o s r e s u l t a d o s d e l a m e c á n i c a r a c i o n a l , e n s u s a s p e c t o s
e s t á t i c o , c i n e m á t i c a y d i n a m i c o s o n u t i l i z a d o s c o n p r o f u s i ó n .
A s i m i s m o , l o s p r o c e d i m i e n t o s d e l a m e c á n i c a a n a l í t i c a s o n c o n s i d e r a d o s e n
t o d o s l o s p l a n t e a m i e n t o s e n e r g é t i c o s d e l c á l c u l o e s t r u c t u r a l .
- C i e n c i a d e l o s m a t e r i a l e s
D u r a n t e m u c h o t i e m p o s e h a s u p u e s t o , e n l a d e d u c c i ó n d e l a s c a r a c t e r í s t i c a s
c o n s t i t u t i v a s d e l o s m a t e r i a l e s , q u e é s t o s e r a n e l á s t i c o s y q u e s e g u í a n l a l e y d e
H o o k e . A c t u a l m e n t e l a c o n s i d e r a c i ó n d e m o d e l o s n o l i n e a l e s e s c a d a v e z m á s f r e -
c u e n t e , s i b i e n l a p r o p i a d e f i n i c i ó n n e g a t i v a d e " n o l i n e a l i d a d " e s , e n s í misma~
u n a a m b i g ü e d a d . S e c o m p r e n d e l a n e c e s i d a d d e u n a t e o r í a d e l o s m a t e r i a l e s q u e p e . . ! : .
m i t a d e d u c i r e s t r u c t u r a s d e l o s m i s m o s y l e y e s d e c o m p o r t a m i e n t o a n i v e l m a c r o s -
c ó p i c o .
1 . 2 . 3 . A s p e c t o s t e c n o l ó g i c o s d e l c á l c u l o d e e s t r u c t u r a s
E n l o q u e r e s p e c t a a l a v e r t i e n t e t e c n o l ó g i c a d e l c á l c u l o d e e s t r u c t u r a s , s e c i
t a n a c o n t i n u a c i ó n a l g u n o s d e l o s m ú l t i p l e s s e c t o r e s d e l a i n g e n i e r í a c i v i l e n
l o s q u e l a a p l i c a c i ó n d e a q u é l e s i n e l u c t a b l e . D i c h o s s e c t o r e s p u e d e n r e s u m i r s e
e n t r e s g r a n d e s g r u p o s : G r u p o d e m a t e r i a l e s e s p e c í f i c o s ; g r u p o d e e s t r u c t u r a s
e s p e c i a l e s , y g r u p o d e t é c n i c a s i n t e g r a d a s o i n t e r d i s c i p l i n a r e s .
E n e l p r i m e r g r u p o s e i n c l u y e n m a t e r i a s t a l e s c o m o e s t r u c t u r a s d e h o r m i g ó n
a r m a d o , c o n s u s p r o b l e m a s e s p e c í f i c o s d e c a l c u l o n o l i n e a l y p l a s t i c i d a d d e l m a
t e r i a l ; e s t r u c t u r a s d e h o r m i g ó ñ p r e t e n s a d o , c o n e l f e n ó m e n o d e l a f l u e n c i a ; e s -
t r u c t u r a s m e t á l i c a s , c o n l o s i m p o r t a n t í s i m o s p r o b l e m a s d e i n e s t a b i l i d a d e l á s t i -
c a ; e s t r u c t u r a s m i x t a s y s u n o h o m o g e n e i d a d e s t r u c t u r a l . I n c l u s o l a m e c á n i c a d e l
s u e l o d e b e g r a n p a r t e d e s u s m é t o d o s d e a n á l i s i s ( c i m e n t a c i o n e s ; p r e s a s d e t i e -
r r a , e t c . ) a l c a l c u l o d e e s t r u c t u r a s . M a s l e j a n a s s e e n c u e n t r a n l a h i d r a u l i c a y
l a h i d r o d i n á m i c a , s i b i e n a l g u n o s d e l o s p r o c e d i m i e n t o s n u m é r i c o s q u e e n e l l a s
s e u t i l i z a n a c t u a l m e n t e ( m é t o d o d e l o s e l e m e n t o s f i n i t o s , p o r e j e m p l o ) n a c i e r o n
p a r a l a r e s o l u c i ó n d e p r o b l e m a s e s t r u c t u r a l e s .
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D e n t r o d e l s e g u n d o g r u p o s e p u e d e n c i t a r l o s p u e n t e s , c o n s u s p r o b l e m a s e~
p e c í f i c o s d e r e p a r t o t r a n s v e r s a l ; l a s p r e s a s , e n d o n d e l o s i m p o r t a n t e s p r o b l e -
m a s t r i d i m e n s i o n a l e s e x i g e n u n t r a t a m i e n t o e s t r u c t u r a l c a r a c t e r í s t i c o , d e s d e l a
a s i m i l a c i ó n a e s t r u c t u r a l a m i n a r h a s t a l a a p l i c a c i ó n d e l m é t o d o d e l o s e l e m e n -
t o s f i n i t o s ; l o s r e a c t o r e s n u c l e a r e s , y s u s i m p o r t a n t e s e f e c t o s t é r m i c o s y d i n a
m i c o s ; l o s p u e r t o s , c o n l o s p r o b l e m a s d e i m p a c t o e n d i q u e s y m u r o s d e a t r a q u e ;
L a l i s t a s e h a r í a i n a c a b a b l e .
P o r ú l t i m o , y d e n t r o d e l t e r c e r g r u p o ; s e h a c e r e f e r e n c i a a m a t e r i a s i n t e r
d i s c i p l i n a r e s , d e l a s q u e e l e j e m p l o m a s c a r a c t e r í s t i c o l o c o n s t i t u y e l a tipol~
g í a e s t r u c t u r a l q u e , p o r s u c a r a c t e r , s u p o n e s e r p o s t e r i o r a l c a l c u l o , p e r o c u -
y a s i m p l i c a c i o n e s s o n a n t e r i o r e s a c u a l q u i e r r e s u l t a d o . E l proyecto~ c o m o o b j e -
t i v o p r i m a r i o d e l a i n g e n i e r í a , i m p l i c a u n a d e c a n t a c i ó n f i n a l d e l a s m a t e r i a s c i
t a d a s y e s e n é l d o n d e e l c a l c u l o d e e s t r u c t u r a s a d q u i e r e e l c a r á c t e r b á s i c o d e
c i e n c i a a p l i c a d a .
1 . 3 D E S A R R O L L O H I S T O R I C O D E L C A L C U L O D E E S T R U C T U R A S
1 . 3 . 1 L o s p r e c u r s o r e s
E l e s t a d o a c t u a l d e u n a c i e n c i a d e b e s e r a b o r d a d o d e n t r o d e s u c o n t e x t o h i s t ó r i
c a .
A e s e r e s p e c t o e l c á l c u l o d e e s t r u c t u r a s s e h a l l a í n t i m a m e n t e l i g a d o a l a
c o n s t r u c c i ó n , t a n a n t i g u a c o m o l a p r o p i a h i s t o r i a d e l h o m b r e . S i n e m b a r g o , l o s
c o n s t r u c t o r e s d e l a A n t i g u e d a d p a r t í a n d e s o l u c i o n e s e m p í r i c a s o i n t u i t i v a s , y
l a s i n n o v a c i o n e s e n l o s p r o c e s o s y m a t e r i a l e s c o n s t r u c t i v o s h a n s i d o p r e c i s a m e n
t e l a s q u e d i e r o n l u g a r a e s a i n t u i c i 6 n o e x p e r i e n c i a , e x i g i e n d o , c a d a v e z e n m a -
y o r m e d i d a , u n c á l c u l o o , a l m e n o s , u n a p r e v i s i ó n d e l c o m p o r t a m i e n t o d e l a c o n s -
t r u c c i ó n .
L a h i s t o r i a d e l a n á l i s i s e s t r u c t u r a l c o m i e n z a m u c h o a n t e s d e l a e r a A n t i g u a
d e l o s e g i p c i o s , g r i e g o s y r o m a n o s . A u n q u e d e e s t a é p o c a n o e x i t e n e s c r i t o s s o -
b r e l o s p r i n c i p i o s d e l a n á l i s i s e s t r u c t u r a l , l a s r u i n a s a c t u a l e s i n d i c a n q u e c i e r
t o s f u n d a m e n t o s d e l a e s t á t i c a d e l a n á l i s i s e s t r u c t u a l f u e r o n c o n o c i d o s p o r s u s
c o n s t r u c t o r e s . P o r e j e m p l o , A r q u í m e d e s ( 2 8 7 - 2 1 2 ) i n t r o d u j o e l c o n c e p t o d e c e n t r o
d e g r a v e d a d y l l e v ó a s u m á s s i m p l e e x p r e s i 6 n l o s p r i n c i p i o s f u n d a m e n t a l e s d e l a
e s t á t i c a y e l e q u i l i b r i o .
T o d a v í a e n l a é p o c a a c t u a l s o n m o t i v o d e a d m i r a c i ó n a l g u n a s c o n s t r u c c i o n e s
q u e l o s a n t i g u o s h a n l e g a d o a l a h u m a n i d a d . P i é n s e s e e n l a s p i r á m i d e s e g i p c i a s ,
m a y a s o a z t e c a s , p o r c i t a r u n e j e m p l o .
8 .
E n l a é p o c a r o m a n a e l i n t e n t o d e a p r o v e c h a r a l m á x i m o l a s c a r a c t e r í s t i c a s
r e s i s t e n t e s d e l m a t e r i a l c o n s t r u c t i v o m á s c o m ú n m e n t e e m p l e a d o - l a p i e d r a , q u e
p e r m i t e f u n d a m e n t a l m e n t e c o m p r e s i o n e s - c o n d u j o a l a u t i l i z a c i ó n f r e c u e n t e d e u n
e l e m e n t o e s t r u c t u r a l - e l a r c o - d e l q u e , p o r f o r t u n a , e n a l g u n o s a c u e d u c t o s y
p u e n t e s , a ú n p e r d u r a n e n n u e s t r o s d í a s e x t r a o r d i n a r i a s m u e s t r a s q u e d e n o t a n u n
p r o f u n d o c o n o c i m i e n t o d e l c o m p o r t a m i e n t o e s t r u c t u r a l p o r p a r t e d e a q u e l l o s c o n s
t r u c t o r e s .
O t r o t a n t o p u e d e d e c i r s e d e l a s c o n s t r u c c i o n e s m e d i e v a l e s : l o s p u e n t e s e n
a r c o , l a s c a t e d r a l e s r o m á n i c a s y g ó t i c a s , c o n s u s b ó v e d a s d e m e d i o c a ñ ó n y d e
c r u c e r í a , l a n e c e s i d a d d e l o s a r b o t a n t e s , c o n s t i t u y e n e j e m p l o s d e o b r a s q u e e n
m u c h a s o c a s i o n e s a ú n n o s l l e n a n d e a d m i r a c i ó n , a d e m á s d e p o r s u b e l l e z a , p o r l a
i n t u i c i ó n e s t r u c t u r a l e n e l l a s r e f l e j a d a .
E s a p a r t i r d e l R e c i a c i m i e n t o c u a n d o q u e d a c o n s t a n c i a d e u n a b u n d a n t e n ú m e -
r o d e t e s t i m o n i o s e s c r i t o s s o b r e l a e v o l u c i ó n d e l a n á l i s i s e s t r u c t u r a l , e v o l u -
c i ó n q u e e s t á í n t i m a m e n t e l i g a d a a l d e s a r r o l l o d e s u s c i e n c i a s n u t r i c i a s , p a r t i
c u l a r m e n t e l a g e o m e t r í a o f í s i c a q u e e n s u i n t e n t o d e a p l i c a c i ó n a l m u n d o e x t e -
r i o r h a n g e n e r a d o l a m e c á n i c a .
E l d e s a r r o l l o h i s t o r i c o d e l c á l c u l o d e e s t r u c t u r a s d e s p u é s d e l R e n a c i m i e n -
t o p u e d e d i v i d i r s e e n l a s s i g u i e n t e s e t a p a s :
- L a e r a d e l o s g r a n d e s m a e s t r o s
E s l a e r a d e - e n t r e o t r o s - L e o n a r d o d a V i n c i ( 1 4 5 2 - 1 5 1 9 ) , q u e i n t r o d u j o l o s
c o n c e p t o s d e f u e r z a y m o m e n t o ; G a l i l e o G a l i l e i ( 1 5 6 4 - 1 6 4 2 ) , c o n s u s e s t u d i o s a -
c e r c a d e l a t e o r í a d e l a v i g a e n v o l a d i z o , q u e a p a r e c e n e n s u f a m o s o l i b r o " D o s
n u e v a s c i e n c i a s " ; y M i m a r S i n a m ( 1 4 9 0 - 1 5 8 8 ) , d e E s t a m b u l , c o n s t r u c t o r d e e s b e l -
t o s m i n a r e t e s d e g r a n f l e x i b i l i d a d , d i s e ñ a d o s p a r a r e s i s t i r t e r r e m o t o s .
- L a e r a d e l o s g r a n d e s m a t e m á t i c o s
E n e s t a é p o c a n u m e r o s o s m a t e m á t i c o s m o s t r a r o n g r a n i n t e r é s p o r l a m e c á n i c a
d e l a c o n s t r u c c i o n , l o s u f i c i e n t e m e n t e m a d u r a y a p a r a r e c i b i r t a l n o m b r e . S u s e~
t u d i o s s e c e n t r a r o n primordia~mente e n l a t e o r í a m a t e m á t i c a d e l a e l a s t i c i d a d ,
s i e n d o d e d e s t a c a r , e n t r e o t r a s , l a s s i g u i e n t e s a p o r t a c i o n e s : L a l e y d e t e n s i ó n
d e f o r m a c i ó n d e H o o k e ( 1 6 3 5 - 1 7 0 3 ) ; l a e c u a c i ó n d e v i b r a c i ó n d e b a r r a s d e J o h a n n
B e r n o u i l l i ( 1 6 6 7 - 1 7 4 8 ) ; e l p a n d e o d e c o l u m n a s d e E u l e r ( 1 7 0 7 - 1 7 8 3 ) ; l a s e c u a c i o
n e s d e f l e x i ó n d e p l a c a s d e L a g r a n g e ( 1 7 3 6 - 1 8 1 3 ) ; e t c .
- L a e r a d e l o s g r a n d e s i n g e n i e r o s
P u e d e s e r c o n s i d e r a d a l a e d a d d e o r o d e l a i n g e n i e r í a e s t r u c t u r a l . N o m b r e s
t a l e s c o m o N a v i e r ( 1 7 8 5 - 1 8 3 6 ) , S a i n t V e n a n t ( 1 7 9 7 - 1 8 8 6 ) , C l a p e y r o n ( 1 7 9 9 - 1 8 6 4 ) ,
9 .
A i r y ( 1 8 0 1 - 1 8 9 2 ) , M a x w e l l ( 1 8 3 1 - 1 8 7 9 ) , C a s t i g l i a n o ( 1 8 4 7 - 1 8 8 4 ) , M o h r ( 1 8 3 5 - 1 9 1 8 )
M ü l l e r - B r e s l a u ( 1 8 1 S - 1 9 2 5 ) , . . . . . e n t r e o t r o s m u c h o s , a p l i c a r o n c o n é x i t o f o r m u l a s
m a t e m a t i c a s d e s a r r o l l a d a s e n l a e r a a n t e r i o r a l a r e s o l u c i ó n d e p r o b l e m a s e s t r u c
t u r a l e s . A u n q u e s u s c o n o c i m i e n t o s e n l a s c i e n c i a s m a t e m a t i c a s f u e r o n s o b r e s a l i e n
t e s , p u e d e n c o n s i d e r a r s e m a s c o m o i n g e n i e r o s q u e c o m o m a t e m a t i c o s , y s u s d e s c u -
b r i m i e n t o s y t e o r e m a s h a n s e r v i d o d e b a s e a l d e s a r r o l l o d e l a t e o r í a d e l a s e s -
t r u c t u r a s e n l a e r a m o d e r n a ' . E n é s t a , a _ p r i n c i p i o s d e l s i g l D a c t u a J , h o m b r e s c o -
m o G . A . M a n e y , H . C r o s s , R . W . S o u t h w e l l , G . K a n i y t a n t o s o t r o s c o m p r e n d i e r o n q u e
e r a n n e c e s a r i o s m é t o d o s m a s p r a c t i c o s p a r a a n a l i z a r l a c o m p l e j i d a d d e l a s e s t r u c
t u r a s , a p o r t a n d o p r o c e d i m i e n t o s t a l e s c o m o l o s d e r e l a j a c i ó n , d i s t r i b u c i ó n d e m o
m e n t o s , e t c . , q u e f u e r o n m u y u t i l i z a d o s e n l a s o f i c i n a s d e i n g e n i e r í a , d a d a s u s i m
p l i c i d a d y a d a p t a b i l i d a d a l o s c a l c u l o s m a n u a l e s .
1 . 3 . 2 D e s a r r o l l o c o m o c i e n c i a m o d e r n a
S e p r o c e d e a c o n t i n u a c i ó n a r e s e n a r l a s a p o r t a c i o n e s m a s s i g n i f i c a t i v a s q u e a l
c a l c u l o d e e s t r u c t u r a s h i c i e r o n l o s n o m b r e s a n t e r i o r m e n t e c i t a d o s y o t r o s m a s ,
s i n q u e e n n i n g ú n m o m e n t o s e t r a t e d e u n a d e s c r i p c i ó n e x h a u s t i v a s i n o d e u n e s -
c u e t o m u e s t r a r i o . L a m o d e r n a y a l t i e m p o c l a s i c a o b r a d e S . T i m o s h e n k o ( 1 9 5 1 )
" H i s t o r y o f S t r e n g t h o f M a t e r i a l s " c o n s t i t u y e u n a r e f e r e n c i a v a l i o s í s i m a y r e c o
m e n d a d a d e n t r o d e e s t e c o n t e x t o .
C o n e l a n i m o d e c o n s e g u i r c i e r t a s i s t e m a t i z a c i o n , s e a g r u p a n d i c h a s a p o r t a
c i o n e s e n c u a t r o a p a r t a d o s e s p e c í f i c o s : a ) T e o r e m a s g e n e r a l e s d e l c a l c u l o d e e~
t r u c t u r a s , e n d o n d e s e d e s c r i b e l a a p a r i c i ó n d e l o s c o n c e p t o s y t e o r e m a s ( f u n d a
m e n t a l m e n t e e n e r g é t i c o s ) b a s e d e a q u é l . b ) E s t r u c t u r a s d i s c r e t a s . M é t o d o s d e s o
l u c i ó n , q u e h a c e n r e f e r e n c i a a l o s t e o r e m a s y t é c n i c a s d e a n a l i s i s d e e s t r u c t u -
r a s c o n u n n ú m e r o f i n i t o d e g r a d o s d e l i b e r t a d . c ) E s t r u c t u r a s d i s c r e t a s . T é c n i
c a s d e c a l c u l o , e n d o n d e s e c i t a n l o s d i s t i n t o s a r t i f i c i o s q u e h a n s u r g i d o a l i~
t e n t a r o b t e n e r s o l u c i o n e s a l a s e s t r u c t u r a s r e a l e s , p a r t i c u l a r m e n t e l o s entra~
d o s . d ) E s t r u c t u r a s c o n t i n u a s . E n e s t e a p a r t a d o s e d e s c r i b e n l o s r e s u l t a d o s h a l l a d o s a l
a p l i c a r l a s c i e n c i a s f í s i c o - m a t e m a t i c a s a l c a l c u l o d e e s t r u c t u r a s c o n t i n u a s y ,
c o n c r e t a m e n t e , a l a t e o r í a d e p l a c a s .
a ) T e o r e m a s g e n e r a l e s d e l C a l c u l o d e e s t r u c t u r a s .
E l p r i n c i p i o d e l o s t r a b a j o s v i r t u a l e s f u e f o r m u l a d o p o r e l y a m e n c i o n a d o
J o h a n n B e r n o u i l l i .
E l p r i n c i p i o d e l t r a b a j o m í n i m o f u e e s t a b l e c i d o p o r M e n a b r e a ( 1 8 5 8 ) , s i b i e n
C a s t i g l i a n o , h a c i e n d o u s o d e s u s t e o r e m a s , f u e e l q u e l l e v o a c a b o l a d e m o s t r a -
c i ó n .
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E l c o n c e p t o d e e n e r g í a p r o t e n c i a l y s u p r i n c i p i o f u e r o n e s t a b l e c i d o s p o r
G . K i r c h o f f ( 1 8 5 0 ) .
L a a n a l o g í a e s t a t i c o - c i n e m a t i c a , d e t a n t a t r a s c e n d e n c i a p o s t e r i o r m e n t e e n
e l e s t u d i o d e e s t r u c t u r a s c o n t i n u a s , f u e a p l i c a d a p o r v e z p r i m e r a a e s t r u c t u -
r a s d i s c r e t a s p o r A . C h e b s c h ( 1 8 6 2 ) .
b ) E s t r u c t u r a s d i s c r e t a s . M e t o d o s d e s o l u c i o n o
M e d i a n t e l a u t i l i z a c i ó n d e l m e t o d o d e l a s f u e r z a s B . P . E . C l a p e y r o n ( 1 8 5 7 )
d e d u j o s u c e l e b r e e c u a c i ó n d e l o s t r e s m o m e n t o s .
M e n a b r e a ( 1 8 5 8 ) y C a s t i g l i a n o ( 1 8 7 9 ) c a l c u l a r o n e s t r u c t u r a s h i p e r e s t a t i -
c a s a t r a v é s d e l p r i n c i p i o d e l t r a b a j o w í n i m o . E s t e t i p o d e e s t r u c t u r a s , y m e
d i a n t e e l m é t o d o d e l a s f u e r z a s , f u e c a l c u l a d o p o r O t t o M o h r ( 1 8 6 4 ) , u t i l i z a n
d o e l c o n o c i d o t e o r e m a d e M a x w e l l - M o h r .
L o s t e o r e m a s d e r e c i p r o c i d a d f u e r o n d e m o s t r a d o s p o r E . B e t t i ( 1 8 7 2 ) , s i e n d o
J . C . M a x w e l l e l q u e p r e s e n t ó e l c a s o e s p e c i a l d e f u e r z a s u n i t a r i a s e n 1 8 6 4 .
E l c o n c e p t o d e l í n e a s d e i n f l u e n c i a f u e i n t r o d u c i d o e n e l a n a l i s i s e s t r u c -
t u r a l p o r O . M o h r ( 1 8 6 8 ) y a p l i c a d o i n d e p e n d i e n t e m e n t e p o r E . W i n k l e r ( 1 8 6 8 ) .
L o s c o n c e p t o s d e e n e r g í a r e a l y c o m p l e m e n t a r i a , c u y a e n j u n d i a n o f u e t o t a l
m e n t e c a p t a d a h a s t a t i e m p o s r e c i e n t e s , s e d e b e n a F . E n g e s s e r ( 1 8 9 9 ) . D i c h o s
c o n c e p t o s p e r m i t e n g e n e r a l i z a r l o s t e o r e m a s p r i m e r o y s e g u n d o d e A . C a s t i g l i a n o
r e f e r e n t e s a e s t r u c t u r a s e l a s t i c a s y l i n e a l e s ( 1 8 7 5 ) .
E l m é t o d o d e l o s m o v i m i e n t o s f U e p l a n t e a d o p o r L . N a v i e r ( 1 8 2 6 ) , y C l e b s c h
(1862~y m e d i a n t e e l m i s m o s e s e n t a r o n l a s b a s e s p a r a e l c a l c u l o d e e s t r u c t u r a s
h i p e r e s t a t i c a s . E l c i t a d o m é t o d o a d q u i e r e s u f o r m a m a s g e n e r a l a l s e r a p l i c a d o
a e n t r a m a d o s p o r G . A . M a n e y ( 1 9 1 5 ) , i n d e p e n d i e n t e m e n t e d e l o s a u t o r e s a n t e r i o -
r e s .
L o s m é t o d o s m i x t o s d e b e n , q u i z a s , s u p o s t e r i o r d e s a r r o l l o a G . K r o n ( 1 9 4 4 )
q u i e n , p o r v e z p r i m e r a , u t i l i z ó m a t r i c e s d e t r a n s f o r m a c i ó n d e f u e r z a s y d e s p l a -
z a m i e n t o s .
c ) E s t r u c t u r a s d i s c r e t a s . T é c n i c a s d e c a l c u l o ( e n t r a m a d o s ) .
L a s t é c n i c a s d i r e c t a s d e c a l c u l o b a s a d a s e n m é t o d o s g r a f i c o s d e l p u n t o f i -
j o f u e r o n a p l i c a d a s a l a n a l i s i s d e e n t r a m a d o s p r i n c i p a l m e n t e p o r A . C u l m a n n , O .
M 6 h r y W . R i t t e r , p e r o e r a n v a l i d a s ú n i c a m e n t e p a r a e s t r u c t u r a s i n t r a s l a c i o n a -
l e s .
I g u a l m e n t e v a l i d a s t a n s 6 l o p a r a e s t e t i p o d e e s t r u c t u r a s l o f u e r o n l a s t e c
n i c a s a n a l í t i c a s d e l p u n t o f i j o , e n t r e l a s q u e s e p u e d e c i t a r l a d e b i d a a E f s e n
( 1 9 3 1 ) .
11.
Sin embargo, los métodos que tuvieron una repercusion extraordinaria fueron
los basados en técnicas de aproximaciones sucesivas, siendo digno de menció~ por
derecho propio, el universalmente conocido Método de Cross, desarrollado por Ba~
dy Cross (1932) en su publicación "Analysis of Continuous Frames by Distributing
Fixed-End Moments" (A.S.C.E.).
A partir de entonces y hasta la aparición del computador, han sido llevadas
a cabo numerosas aportaciones a este respecto, entre las que merecen destacarse
las de Kani y el método de los grados de empotramiento de Eduardo Torroja.
Una recopilación y exposición de las diferentes técnicas de aproximaciones
sucesivas puede verse en la obra de E. Lightfoot (1961) "Moment Distribution".
Recientemente diversos autores, entre los que cabe citar J.B. Argyris y
S. Kelsey (1960), han procedido a una recopilacion de los teoremas anteriormen-
te citados. y a su aplicación a estructuras relativamente sencillas. Su extensión
a situaciones mas complejas ha sido llevada a cabo, entre otros, por Reissner y
Washizu.
d) Estructuras continuas.
Se describen aquí, de forma somera, las principales aportaciones al estudio
del elemento estructural placa.
Los primeros estudios se deben a J. Bernouilli "El Joven" (1796), continua-
dos por Lagrange con su ecuación biarmonica diferencial, presentada al concurso
convocado por la Academia de Ciencias de París en 1809 bajo la advocación de Na
poleón, concurso cuyo premío fue concedido a S. Germain en 1815.
En 1829 Poisson desarrolló de nuevo la ecuación de Lagrange, estableciendo
ademas cinco condiciones de borde.
Dichas condiciones fueron analizadas en 1850 por Kirchoff quien, mediante
principios energéticos de mínimo, dedujo la ecuación de Lagrange y cuatro con-
diciones de contorno. La validez de la hipótesis de Kirchoff fue confirmada por
las soluciones que, sin dicha hipótesis, obtuvieron S. Venant, Mitchell y Love.
En este contexto es conveniente señalar la existencia de dos escuelas cla
ramente diferenciadas: francesa y alemana. Mientras que la prímera (Navier, S.
Venant, Levy, etc.) perfecciona las técnicas de solución de la ecuación dife-
rencial mediante la utilización de series de Fourier dobles o simples, la segu~
da acude a técnicas variacionales aplicadas al funcional de la placa.
En época reciente y siguiendo estas técnicas, cabe citar las contribucio-
nes de Dischingery Zerna, así como las aportaciones de la escuela rusa, parti-
cularmente en teoría de láminas, en donde los nombres de Novozhilov, Vlasov o
GoldeDweizer no deben ser olvidados.
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P a r a f i n a l i z a r c o n e s t a b r e v e r e s e ñ a h i s t o r i c a c o n v i e n e m e n c i o n a r l o s ú l t i
m a s a v a n c e s l l e v a d o s a c a b o e n e l c a l c u l o d e e s t r u c t u r a s , s i e n d o d e c i t a o b l i g a
d a l o s n o m b r e s d e T u r n e r , T o p p , C l o u g h y M a r t i n ( 1 9 5 6 ) c o n s i d e r a d o s c o r n o l o s c r e a d o
r e s d e l m e t o d o d e l o s e l e m e n t o s f i n i t o s y p i o n e r o s e n s u a p l i c a c i o n a l a r e s o l u
c i o n d e p r o b l e m a s e s t r u c t u r a l e s , m é t o d o q u e t a n t a t r a s c e n d e n c i a h a t e n i d o post~
r i o r r n e n t e e n l o s m a s d i v e r s o s c a m p o s d e l a i n g e n i e r í a . P o r s u s c o n t r i b u c i o n e s
e n l a a p l i c a c i o n d e d i c h o m é t o d o a l o s m a s v a r i a d o s t i p o s d e p r o b l e m a s m e r e c e
s e r d e s t a c a d o e l n o m b r e d e O . C . Z i e n k i e w i c z .
P o r ú l t i m o , e s p r e c i s o h a c e r r e f e r e n c i a a l a e x t r a o r d i n a r i a e x p a n s i o n q u e
l a m e c a n i c a d e e s t r u c t u r a s e s t a a d q u i r i e n d o e n l o s t i e m p o s a c t u a l e s . E l m e j o r
c o n o c i m i e n t o d e l c o m p o r t a m i e n t o d e l o s m a t e r i a l e s ; l o s e x t r a r o d i n a r i o s r e c u r s o s
d e c a l c u l o q u e o f r e c e n l o s m o d e r n o s c o m p u t a d o r e s ; e l d e s a r r o l l o d e n u e v o s proc~
d i m i e n t o s d e a n a l i s i s n u m é r i c o , e t c . h a n a b i e r t o p o s i b i l i d a d e s a ú n n o s u f i c i e n -
t e m e n t e v a l o r a d a s e n l o s c a m p o s m a s d i v e r s o s , d e l o s c u a l e s l a s m o d e l i z a c i o n e s
d e c o m p o r t a m i e n t o n o l i n e a l , l o s p r o b l e m a s d e i m p a c t o , e l e s t u d i o d e l a s i n t e -
r a c c i o n e s e s t r u c t u r a - t e r r e n a - f l u i d o e n l o s p r o b l e m a s d i n a m i c o s o e l a n a l i s i s d e
p r o b l e m a s a c o p l a d o s s o n a l g u n o s e j e m p l o s d e u n m u e s t r a r i o q u e s e h a r í a i n a c a b a -
b l e .
1 . 4 S I S T E M A S E S T R U C T U R A L E S
C o m o s e h a m e n c i o n a d o a n t e r i o r m e n t e , e l c á l c u l o d e e s t r u c t u r a s c o n s t i t u y e u n a p a r
t e d e l a C i e n c i a q u e , m e d i a n t e l a u t i l i z a c i o n d e c o n o c i m i e n t o s y m é t o d o s p e r t e n e
c i e n t e s f u n d a m e n t a l m e n t e a l a m a t e m á t i c a a p l i c a d a , m e c á n i c a r a c i o n a l y c i e n c i a
d e l o s m a t e r i a l e s , t i e n e p o r o b j e t i v o e l e s t u d i o d e l o s m o d e l o s m a t e m a t i c o s d e n o
m i n a d o s s i s t e m a s e s t r u c t u r a l e s o , m a s s i m p l e m e n t e , e s t r u c t u r a s .
U n a e s t r u c t u r a s e p u e d e d e f i n i r c o r n o u n s i s t e m a m e c a n i c o d e p u n t o s m a t e r i a -
l e s , p r o c e d e n t e d e l a i d e a l i z a c i 6 n d e u n a c o n s t r u c c i ó n e s t a b l e . L a s e s t r u c t u r a s
c o n s t i t u y e n , p u e s , u n a c l a s e d e l o s s i s t e m a s d e p u n t o s m a t e r i a l e s d e i n t e r é s e n
l a m e c a n i c a q u e t r a t a n d e m o d e l a r e l c o m p o r t a m i e n t o r e s i s t e n t e d e l a s o b r a s r e a
l e s . L o s e n l a c e s m e c a n i c o s e n t r e l o s d i s t i n t o s p u n t o s m a t e r i a l e s d e l a e s t r u c t u
r a p r o c e d e n d e l a s f u e r z a s d e c o h e s i ó n e x i s t e n t e s e n t r e l a s p a r t í c u l a s d e l m a t e
r i a l c o n s t r u c t i v o .
U n a p r i m e r a e i m p o r t a n t e c l a s i f i c a c i ó n d e l a s e s t r u c t u r a s p r o c e d e d e l n ú m e
r o d e p u n t o s m a t e r i a l e s q u e s e c o n s i d e r e n . A s í , s i é s t e e s f i n i t o , l a e s t r u c t u -
r a s e d e n o m i n a d i s c r e t a y c o n t i n u a e n c a s o c o n t r a r i o ( F i g u r a 1 . 2 ) .
1 3 .
a . ) D i S C r " ' e t a
l ' l . C n t o s r n a . - t e l " l a . L ( ¿ s
, -. . . A - ,
F I G U R A 1 . 2 E s t r u c t u r a s d i s c r e t a s y c o n t i n u a s .
P u e s t o q u e l a s c o n s t r u c c i o n e s r e a l e s s o n v o l ú m e n e s c o n s t i t u i d o s p o r u n m u y
e l e v a d o n ú m e r o d e p a r t í c u l a s , s e c o m p r e n d e f a c i l m e n t e q u e , e n g e n e r a l , l a s e s -
t r u c t u r a s c o n t i n u a s m o d e l a n e i n t e r p r e t a n m a s a d e c u a d a m e n t e l a s c a r a c t e r í s t i c a s
r e s i s t e n t e s d e a q u é l l a s . S i n e m b a r g o , l a s e s t r u c t u r a s d i s c r e t a s s e u t i l i z a n c o n
f r e c u e n c i a e n l a I n g e n i e r í a a l s e r , e n m u c h o s c a s o s , s u f i c i e n t e m e n t e a p t a s p a r a
p r e d e c i r e l c o m p o r t a m i e n t o d e l a r e a l i d a d , y s u e f i c i e n c i a , m e d i d a e n c o m p a r a -
c i ó n a l e s f u e r z o d e c o m p u t a c i ó n e x i g i d o , e s , e n o c a s i o n e s , m u y e l e v a d a .
C o n c e p t u a l m e n t e e s p o s i b l e c o n s i d e r a r a l a s e s t r u c t u r a s c o m o e n s a m b l a j e s
d e o t r a s m a s s i m p l e s d e n o m i n a d a s e l e m e n t o s e s t r u c t u r a l e s . E s t a d i v i s i ó n d e u n
s i s t e m a e s t r u c t u r a l e n u n c o n j u n t o d e e s t r u c t u r a s e l e m e n t a l e s e s d e c a p i t a l i m
p o r t a n c i a e n e l a n a l i s i s e s t r u c t u r a l . D a d o q u e e n e l e s t u d i o d e l a s e s t r u c t u -
t a s s e p r o c e d e , e n g e n e r a l , d e s d e & s i m p l e e l e m e n t o a l o s s i s t e m a s m a s c o m p l e j o s ,
e s d e i n t e r é s d e s c r i b i r s u c i n t a m e n t e l o s d i f e r e n t e s e l e m e n t o s e s t r u c t u r a l e s : n u
d o , b a r r a , c a s c a r a y e l e m e n t o t r i d i m e n s i o n a l .
E l n u d o c o n s t i t u y e e l e l e m e n t o m a s s i m p l e y c o r r e s p o n d e a l a i m a g e n d e l
p u n t o m a t e r i a l d e l a m e c a n i c a . G e n e r a l m e n t e u n a e s t r u c t u r a d i s c r e t a e s t a c o m -
p u e s t a d e n u d o s i n t e r c o n e c t a d o s p o r e n l a c e s c u y o e f e c t o d e p e n d e d e l a s c a r a c -
t e r í s t i c a s e l a s t i c a s d e l m a t e r i a l .
E l e l e m e n t o m o n o d i m e n s i o n a l o b a r r a c o r r e s p o n d e
a u n a l í n e a d e n u d o s ,
c o n d o s e x t r e m o s ( d e n o m i n a d o s e n l o s u c e s i v o n u d o 1 y n u d o 2 ) q u e i m p l i c a n u n
s e n t i d o d e a v a n c e a l o l a r g o d e l a l í n e a . L a b a r r a p u e d e s e r r e c t a o c u r v a , s~
g ú n l a g e o m e t r í a d e l a l í n e a d e n u d o s ( f i g u r a 1 . 3 ) y e s s u f i c i e n t e u n s o l o p a -
r á m e t r o , s , p a r a d e f i n i r d e n t r o d e e l l a l a p o s i c i ó n d e c a d a n u d o ; e l 1 c o r r e s -
p o n d e a s = O y e l 2 a s = L ( l o n g i t u d d e l a b a r r a ) .
E l e l e m e n t o m o n o d i m e n s i o n a l c o n s t i t u y e u n a i d e a l i z a c i ó n d e c o n s t r u c c i o n e s
c o n d o s d i m e n s i o n e s m u y p e q u e ñ a s r e s p e c t o a u n a t e r c e r a d e n o m i n a d a 10ngitud.T~
l e s c o n s t r u c c i o n e s p u e d e n s e r s u s t i t u i d a s p o r u n a l í n e a , l u g a r g e o m é t r i c o d e
l o s c e n t r o s d e g r a v e d a d d e l a s s e c c i o n e s p l a n a s n o r m a l e s a l a m i s m a , q u e r e c i -
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b e e l n o m b r e d e d i r e c t r i z . E s t a , j u n t o c o n d e t e r m i n a d a s c a n t i d a d e s e s c a l a r e s o
c a r a c t e r í s t i c a s m e c a n i c a s ( a r e a s , i n e r c i a s , e t c . ) d e f i n e n t o t a l m e n t e a l a b a -
r r a c o m o e l e m e n t o e s t r u c t u r a l .
E l e l e m e n t o b i d i m e n s i o n a l o c a s c a r a p u e d e s e r i n t e r p r e t a d o c o m o u n a s u p e ! .
f i c i e d e n u d o s . S u c o n t o r n o e s t a c o n s t i t u i d o p o r u n o o v a r i o s e l e m e n t o s m o n o d i
m e n s i o n a l e s , d e a c u e r d o c o n l a c o n e x i 6 n d e l a s u p e r f i c i e ( F i g u r a 1 . 4 ) . L a d e f i
n i c i ó n d e u n p u n t o (~ n u d o ) d e e s t a e x i g e l a u t i l i z a c i ó n d e d o s p a r a r r e t r o s , s I
y s 2 ' c o r r e s p o n d i e n t e s a u n a r e d d e l í n e a s c o o r d e n a d a s d e l a s u p e r f i c i e . S e g ú n
s e a l a g e o m e t r í a s u p e r f i c i a l , y d e m o d o a n á l o g o a l c a s o d e l a b a r r a , l a s c a s c a
r a s p u e d e n s e r p l a n a s o c u r v a d a s .
E l e l e m e n t o b i d i m e n s i o n a l s u r g e c o m o i d e a l i z a c i ó n d e u n v o l u m e n c o n u n a
d i m e n s i 6 n - e s p e s o r - m u y p e q u e ñ a r e s p e c t o a l a s o t r a s d o s . E s t e v o l u m e n p u e d e
s e r s u s t i t u i d o p o r u n a s u p e r f i c i e , d e n o m i n a d a s u p e r f i c i e m e d i a , q u e s e d e f i n e
c o m o e l l u g a r g e o m é t r i c o d e l o s p u n t o s m e d i o s d e l o s s e g m e n t o s d e s u s r e c t a s
n o r m a l e s l i m i t a d o s p o r l a s s u p e r f i c i e s i n t r a d ó s y t r a s d ó s d e l a c a s c a r a .
D i c h a s u p e r f i c i e m e d i a , c o n j u n t a m e n t e c o n u n a s e r i e d e p a r á m e t r o s escal~
r e s ( e s p e s o r e s , m ó d u l o s d e e l a s t i c i d a d , e t c . ) d e f i n e n t o t a l m e n t e a l a c a s c a r a
d e s d e e l p u n t o d e v i s t a e s t r u c t u r a l .
~
"ud.~2(S=e)
1 ' \ 1 . 1 < 1 0 i ( s : . O )
e l ) B a l " " r " a ' l " u t a
l a ) B a V " r a . C U ( " I Í Q .
F I G U R A 1 . 3 E l e m e n t o s m o n o d i m e n s i o n a l e s .
F I G U R A 1 . 4 E l e m e n t o s b i d i m e n s i o n a l e s .
1 5 .
E l e l e m e n t o t r i d i m e n s i o n a l c o n s t i t u y e u n a e s t r u c t u r a c o n e l m í n i m o d e a b s -
t r a c c i ó n d e l a o b r a r e s i s t e n t e , y a q u e s e s u p o n e q u e e n é s t a n o e x i s t e n i n g u n a
d i m e n s i ó n d e s p r e c i a b l e r e s p e c t o a l a s r e s t a n t e s . E l c o n t o r n o d e e s t e e l e m e n t o
e s t r u c t u r a l l o c o m p o n e n u n a o v a r i a s c a s c a r a s . S u e s t u d i o s e l l e v a a c a b o d e n -
t r o d e l a t e o r í a d e l a e l a s t i c i d a d e s p a c i a l , s i b i e n e n d e t e r m i n a d a s s i t u a c i o -
n e s e n l a s q u e e x i s t e n s i m e t r í a s ( p l a n a o c e n t r a l ) , e l a n a l i s i s p u e d e r e d u c i r -
s e y s e r r e a l i z a d o s e g ú n l a s s i m p l i f i c a c i o n e s d e l a e l a s t i c i d a d p l a n a .
S i b i e n l a t e o r í a d e l a e l a s t i c i d a d c o n s t i t u y e , p o r s u m e t o d o l o g í a y c o n -
c e p c i ó n g e n e r a l , u n a l í n e a b á s i c a c o n e n t i d a d p r o p i a y c u y o c o n o c i m i e n t o , e n
p r i n c i p i o , e s p r e v i o a l c a l c u l o d e e s t r u c t u r a s , e s e v i d e n t e q u e a m b a s d i s c i p l i
n a s e s t a n í n t i m a m e n t e r e l a c i o n a d a s . E n d e f i n i t i v a , e s t a ú l t i m a i n t e n t a , e s p e -
c i a l m e n t e , p r o p o r c i o n a r u n a r e s p u e s t a o s o l u c i ó n a l o s p r o b l e m a s d e l a e l a s t i c i
d a d , h a c i e n d o u s o d e l a s h i p ó t e s i s s i m p l i f i c a d o r a s q u e a p a r e c e n a l c o n s i d e r a r
l o s s i s t e m a s e s t r u c t u r a l e s c o m p u e s t o s d e e l e m e n t o s m o n o y b i d i m e n s i o n a l e s .
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E l e s t a d o o c o n f i g u r a c i ó n d e u n a e s t r u c t u r a s e p u e d e d e s c r i b i r m e d i a n t e u n c o n -
j u n t o d e m a g n i t u d e s f í s i c a s l o c a l i z a d a s e n s u s n u d o s . E l n ú m e r o y c l a s e d e e s t a s
m a g n i t u d e s d e p e n d e n e s e n c i a l m e n t e d e l t i p o d e p r o b l e m a q u e s e t r a t a d e r e s o l v e r
y , e n d e f i n i t i v a , d e l a i d e a l i z a c i ó n e s t r u c t u r a l l l e v a d a a c a b o .
N o o b s t a n t e , e s t a s m a g n i t u d e s s e p u e d e n c l a s i f i c a r e n d o s g r u p o s f u n d a m e n -
t a l e s : e s t a t i c a s y c i n e m a t i c a s . D e n t r o d e l a s p r i m e r a s s e i n c l u y e e l c o n j u n t o
d e f u e r z a s y m o m e n t o s q u e s e s u p o n e s o n s u s c e p t i b l e s d e a c t u a r s o b r e l a e s t r u c -
t u r a . I g u a l m e n t e , c o r n o s e v e r a m á s a d e l a n t e , l a s t e n s i o n e s y l o s e s f u e r z o s s o n
m a g n i t u d e s e s t a t i c a s . P o r c o n t r a , l a s m a g n i t u d e s c i n e m a t i c a s c o m p r e n d e n l o s d e s
p l a z a m i e n t o s q u e h a e x p e r i m e n t a d o u n a e s t r u c t u r a a s í c o r n o l a s d e f o r m a c i o n e s c o -
r r e s p o n d i e n t e s . L a s c o n s i d e r a c i o n e s q u e s i g u e n s e c e n t r a n e x c l u s i v a m e n t e e n l a s
f u e r z a s y d e s p l a z a m i e n t o s .
D a d o e l c a r a c t e r v e c t o r i a l d e l a s m a g n i t u d e s a n t e r i o r e s , e s p o s i b l e s u d e -
f i n i c i ó n m e d i a n t e l a i n t r o d u c c i ó n d e u n a b a s e o sistema~de c o o r d e n a d a s e n c a d a
n u d o o p u n t o m a t e r i a l . A l e x i s t i r e n c a d a n u d o n d e l a e s t r u c t u r a u n s i s t e m a d e
e d e l a e s t r u c t u
c o o r d e n a d a s o b a s e , s , s e d e f i n e e l s i s t e m a d e c o o r d e n a d a s
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) , y d e e s t a f o r m a , u n a v e z i n t r o d u c i d o d i c h o
s i s t e m a , e l c o n j u n t o d e m a g n i t u d e s q u e d e s c r i b e n u n e s t a d o e s t r u c t u r a l q u e d a d~
n a d a s , e s d e c i r , ~
f i n i d o t o t a l m e n t e p o r u n c o n j u n t o s e m e j a n t e m e n t e o r d e n a d o d e e s c a l a r e s o m e d i -
d a s , c a d a u n o d e l o s c u a l e s s e r e f i e r e a l a u n i d a d o i d e n t i f i c a c i ó n d e l c o r r e s -
p o n d i e n t e v e c t o r d e l a b a s e .
1 6 .
P o r e j e m p l o , e l c o n j u n t o d e f u e r z a s P a c t u a n t e s s o b r e u n a e s t r u c t u r a s e pu~
d e d e f i n i r m e d i a n t e l a s e r i e o r d e n a d a :
e n d o n d e e l n ú m e r o ( e s c a l a r ) P i r e p r e s e n t a l a i n t e n s i d a d d e l a f u e r z a o m o m e n t o
a c t u a n d o s e g ú n l a c o o r d e n a d a e . .
1
I c o n s t i t u y e u n v e c t o r , d e n o m i n a d o v e c t o r f u e r z a , d e d i m e n s i ó n N x 1 , s i e n -
d o N e l n ú m e r o d e t e r m i n o s o e l e m e n t o s p . ( f i n i t o o i n f i n i t o ) .
1
D e m o d o a n á l o g o s e p u e d e d e s c r i b i r l a e s t r u c t u r a d e f o r m a d a m e d i a n t e e l v e c
t o r d e s p l a z a m i e n t o Q , d e f i n i d o c o m o s i g u e :
s i e n d o e l e s c a l a r d . l a i n t e n s i d a d d e l d e s p l a z a m i e n t o o g i r o c o r r e s p o n d i e n t e a
1
l a c o o r d e n a d a e * .
1
E n g e n e r a l , e n e l c a l c u l o d e e s t r u c t u r a s e x i s t e u n a d u a l i d a d e n t r e l o s e s -
p a c i o s ! y Q , q u e i m p l i c a q u e l a s d i m e n s i o n e s d e l a s b a s e s ~ y ~* s e a n i d e n t i -
c a s o
D e s d e u n p u n t o d e v i s t a c o m p u t a c i o n a l e s ú t i l , a u n q u e n o n e c e s a r i a , l a u t i
l i z a c i ó n d e u n s i s t e m a d e c o o r d e n a s ú n i c o , ~**, i d e n t i c o f o r m a l m e n t e a l o s u t i -
l i z a d o s e n l a d e f i n i c i ó n d e I y Q , e s d e c i r :
e .
1
( p a r a t o d o í )
p . , c u a n d o l a e s t r u c t u r a s u f r e u n d e s
1 -
p r o d u c t o p . . d . ; d e f o r m a m á s g e n e r a l :
1 1
l a e s t r u c t u r a c u a n d o e s t a e x
p l a z a m i e n t o o g i r o d . , s i m p l e m e n t e c o m o e l
1 .
E l t r a b a j o r e a l i z a d o p o r l a s f u e r z a s ! a c t u a n t e s e n
s i b i e n , e n c a d a c a s o , l a s i g n i f i c a c i 6 n f í s i c a d e l a c o o r d e n a d a e . s e r á b i e n u n a
1
f u e r z a ( o m o m e n t o ) , b i e n u n d e s p l a z a m i e n t o ( o g i r o ) . D e e s t e m o d o , s e o b t i e n e e l
t r a b a j o r e a l i z a d o p o r l a m a g n i t u d e s t á t i c a
p e r i m e n t a u n o s d e s p l a z a m i e n t o s . Q e s i g u a l a l p r o d u c t o m a t r i c i a l :
w ( e s c a l a r )
( * )
L a d i m e n s i 6 n d e l s i s t e m a d e c o o r d e n a d a s
c o m ú n , e * *
- ,
s e d e n o m i n a " n ú m e r o d e
g r a d o s d e l i b e r t a d " d e l a e s t r u c t u r a . D e m o d o a n á l o g o l a b a s e q u e i n d u c e e n c a -
d a n u d o , ~*, t i e n e u n a d i m e n s i o n q u e s e d e n o m i n a " n ú m e r o d e g r a d o s d e l i b e r t a d "
d e l n u d o n .
N O T A ( * ) : E n l o q u e s i g u e s e u t i l i z a r a n l o s t e r m i n o s " f u e r z a " y " m o v i m i e n t o " e n
s e n t i d o g e n e r a l , p a r a i n d i c a r , r e s p e c t i v a m e n t e , f u e r z a o m o m e n t o y d e s
plaz~mien1;o o g i r o . I n c l u s o g r u } 2 o s . d e " f . u e r z a s " o " m o v i m i e n t o s " p u e d e n
s e r l n c l u l d o s d e n t r o d e e s t o s t e r m l n o s .
1 7 .
R e s u m i e n d o l o s c o n c e p t o s anteriormen~e e x p u e s t o s , s e p u e d e e s t a b l e c e r l a s i
g u i e n t e d e f i n i c i 6 n :
" U n a e s t r u c t u r a c o n s t i t u y e u n s i s t e m a d e p u n t o s m a t e r i a l e s q u e s e d e f o r m a ,
e s d e c i r , q u e v a r í a n s u s d i s t a n c i a s r e l a t i v a s b a j o l a s a c c i o n e s a q u e s e encue~
t r a s o m e t i d o . L a p o s i c i ó n d e f o r m a d a p u e d e r e f e r i r s e a u n s i s t e m a d e c o o r d e n a d a s
l o c a l i z a d a s e n c a d a p u n t o m a t e r i a l . E s t e s i s t e m a l o c a l d e c o o r d e n a d a s s e d e n o m i
n a " g r a d o s d e l i b e r t a d " ( g d l ) d e l p u n t o o n u d o c o n s i d e r a d o y p e r m i t e d e f i n i r t a n
t o l o s m o v i m i e n t o s c o m o l a s f u e r z a s q u e a c t ú a n s o b r e l a e s t r u c t u r a " .
E l n ú m e r o d e p u n t o s m a t e r i a l e s d e u n a e s t r u c t u r a e s i n f i n i t o , s i b i e n , p u e
d e r e d u c i r s e - y d e h e c h o s e r e d u c e - a u n n ú m e r o f i n i t o m e d i a n t e l a c o n s i d e r a c i ó n
d e n u d o s " m a e s t r o s " y n u d o s " e s c l a v o s " , e n c u y o c a s o l o s m o v i m i e n t o s e n l o s g d l
d e e s t o s ú l t i m o s s e d e d u c e n u n a v e z d e f i n i d o s l o s v a l o r e s e n l o s g d l d e l o s p r i
m e r o s ; o b i e n d i c h o e n t e r m i n a s d e f u e r z a s : E s p o s i b l e d e f i n i r u n a s f u e r z a s e n
l o s g r a d o s d e l i b e r t a d m a e s t r o s , e q u i v a l e n t e s ( q u e p r o d u c e n i d é n t i c o s e f e c t o s
s o b r e l a e s t r u c t u r a ) a u n c o n j u n t o a r b i t r a r i o d e f u e r z a s e n l o s g d l e s c l a v o s . ( * )
r - - - E j e m p l o 1 . 2
S e a l a b a r r a r e c t a a e x t e n s i ó n r e p r e s e n t a d a e n l a f i g u r a 1 . S - a .
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1 . : ; ; )
F I G U R A 1 . S G r a d o s d e l i b e r t a d . B a r r a r e c t a a e x t e n s i ó n .
a ) E n t e r m i n o s d e m o v i m i e n t o s .
S e a d o p t a n c o m o n u d o s m a e s t r o s l o s e x t r e m o s 1 y 2 , e n l o s q u e s e c o n o c e n




. E l d e s p l a z a m i e n t o d e u n n u d o e s c l a v o a r b i t r a r i o , d e
f i n i d o p o r s u c o o r d e n a d a x e s , s i m p l e m e n t e :
u ( x )
b ) E n t e r m i n o s d e f u e r z a s .
S e s u p o n e a h o r a ( f i g u r a 1 . S - b ) q u e e n x a c t ú a u n a f u e r z a P y s e p r e t e n d e h~
l l a r l a s f u e r z a s e q u i v a l e n t e s a l a m i s m a e n l o s n u d o s m a e s t r o s 1 y 2 , e s d e -
N O T A ( * ) : L o s g d l e s c l a v o s p u e d e n e x p r e s a r s e c o m o c o m b i n a c i ó n l i n e a l d e u n conju~
t o o b a s e d e g d l m a e s t r o s .
1 8 .
c i r , a q u e l l a s f u e r z a s q u e p r o d u z c a n i d é n t i c o s e f e c t o s e n u n a h i p o t é t i c a e s t r u c -
t u r a d e l a q u e f o r m e p a r t e l a b a r r a 1
x
P O - - )
L
2 E l c a l c u l o c o n d u c e a l o s v a l o r e s :
P~
L
q u e r e p r e s e n t a n l a s f u e r z a s e n l o s g d l m a e s t r o s , e q u i v a l e n t e s a l a a c c i ó n a r b i
t r a r i a P e n e l g d l e s c l a v o d e f i n i d o p o r l a c o o r d e n a d a x .
E j e m p l o 1 . 3 - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
C o m o s e g u n d o e j e m p l o i l u s t r a t i v o d e l o a n t e r i o r m e n t e e x p u e s t o , s e c o n s i d e r a e l c~
s o d e u n a v i g a a f l e x i ó n , s i m p l e m e n t e a p o y a d a e n s u s e x t r e m o s ( f i g u r a 1 . 6 - a ) ,
y s o m e t i d a a u n a s a c c i o n e s e x t e r i o r e s a r b i t r a r i a s .
( 1 ) ®
-&~-----;-'\;0>1
F I G U R A 1 . 6 G r a d o s d e l i b e r t a d . V i g a a f l e x i ó n .
E s e v i d e n t e q u e e l n ú m e r o d e p u n t o s m a t e r i a l e s d e l a v i g a e s i n f i n i t o y ,
p o r l o t a n t o , t a m b i e n l o e s s u n ú m e r o d e g r a d o s d e l i b e r t a d .
S i n e m b a r g o , e n t e r m i n a s d e m o v i m i e n t o s , e s p o s i b l e d e f i n i r t o t a l m e n t e l a




e n s u s extr~
m a s , s e g ú n e s s a b i d o p o r l a r e s i s t e n c i a d e m a t e r i a l e s . A s í p u e s , d i c h o s e x t r e -
m o s a c t ú a n c o m o n u d o s m a e s t r o s , s i e n d o e s c l a v o s l o s r e s t a n t e s p u n t o s m a t e r i a l e s
o n u d o s d e l a v i g a .
A s í , e n e l c a s o d e s e c c i ó n c o n s t a n t e , l o s m o v i m i e n t o s d e u n n u d o d e l a d i -
r e c t r i z s i t u a d o a l a d i s t a n c i a x d e l a p o y o 1 s o n :
- D e s p l a z a m i e n t o h o r i z o n t a l : u ( x ) O .
- D e s p l a z a m i e n t o v e r t i c a l
- G i r o : 8 ( x )
s i e n d o L l a l o n g i t u d d e l a v i g a .
2 x ) 8
L 2
1 9 .
r - - - - E j e m p l o 1 . 4 - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
S e a l a e s t r u c t u r a p l a n a r e p r e s e n t a d a e n l a f i g u r a 1 . 7 - a , c o m p u e s t a p o r c i n
c a b a r r a s ( a , b , c , d , e ) q u e c o n c u r r e n e n c u a t r o n u d o s m a e s t r o s ( A , B , C , D ) . C o n o b -
j e t o d e d e f i n i r l o s g d l q u e s e c o n s i d e r e n , s e u t i l i z a r a n s e g m e n t o s r e c t i l í n e o s
o c i r c u l a r e s o r i e n t a d o s , s e g ú n r e p r e s e n t e n f u e r z a s ( d e s p l a z a m i e n t o s ) o m o m e n t o s
( g i r o s ) . P a r a e s t o s ú l t i m o s t a m b i é n s e r e c u r r e a l d o b l e v e c t o r .
E v i d e n t e m e n t e u n m i s m o s i s t e m a e s t r u c t u r a l p u e d e s e r e s t u d i a d o c o n s i d e r a n -
d o t i p o s d i s t i n t o s d e c a l c u l a s e s t r u c t u r a l e s p a r a u n a ú n i c a e s t r u c t u r a d i s c r e t a .
A s í , e n l a c o r r e s p o n d i e n t e a e s t e e j e m p l o , s e t i e n e n l a s s i g u i e n t e s s i t u a c i o n e s :
E s t r u c t u r a a r t i c u l a d a p l a n a ( f i g u r a 1 . 7 - b ) ; e s t r u c t u r a e n t r a m a d o p l a n o ( f i g u r a
1 . 7 - c ) ; e m p a r r i l l a d o p l a n o ( f i g u r a 1 . 7 - d ) ; e s t r u c t u r a a r t i c u l a d a e s p a c i a l ( f i g u
r a 1 . 7 - e ) ; e m p a r r i l l a d o e s p a c i a l ( f i g u r a 1 . 7 - f ) .
1 . 6 M A G N I T U D E S E S T R U C T U R A L E S
E n e l c a l c u l o d e e s t r u c t u r a s s e m a n e j a n , c o m o y a s e h a i n d i c a d o , d o s c o n j u n t o s
d e m a g n i t u d e s c l a r a m e n t e d i f e r e n c i a d a s : 1 ) M a g n i t u d e s d e t i p o e s t a t i c o , t a l e s
c o m o f u e r z a s , e s f u e r z o s y t e n s i o n e s . 2 ) M a g n i t u d e s d e t i p o c i n e m a t i c o , e s d e c i r ,
m o v i m i e n t o s y d e f o r m a c i o n e s . A c o n t i n u a c i ó n s e c o m e n t a n a l g u n a s c a r a c t e r í s t i c a s
d e e s t a s m a g n i t u d e s , r e f e r i d a s , p o r c o n v e n i e n c i a d e e x p o s i c i ó n , a l a e s t r u c t u r a
t r i d i m e n s i o n a l o s ó l i d o .
S e d e f i n e u n a f u e r z a o a c c i ó n c o r n o l a c a u s a d e u n m o v i m i e n t o e n u n s ó l i d o
( d e f o r m a b l e o n o ) . L a s f u e r z a s p u e d e n s e r d e b i d a s a d i f e r e n t e s c a u s a s : t é r m i c a s ,
i n e r c i a l e s , e t c .
E l c o n c e p t o d e t e n s i 6 n s u r g e a l a i s l a r u n v o l u m e n e l e m e n t a l d e l s ó l i d o e i m
p o n e r s u e q u i l i b r i o . P u e d e d e f i n i r s e c o r n o l a f u e r z a p o r u n i d a d d e a r e a ; e s d e c i r ,
a l m u l t i p l i c a r l a t e n s i ó n p o r e l a r e a d e l a c a r a d e l s ó l i d o e l e m e n t a l s e o b t i e n e
l a f u e r z a q u e i n t e r v i e n e e n l a s e c u a c i o n e s d e e q u i l i b r i o . S i e l s ó l i d o e s c o n t i -
n u o , l a t e n s i ó n s e d e f i n e m a t e m a t i c a m e n t e c o r n o e l l í m i t e d e l c o c i e n t e e n t r e l a
f u e r z a a c t u a n t e s o b r e e l á r e a a l r e d e d o r d e u n p u n t o y e l v a l o r d e d i c h a a r e a , c u a n d o e s t a
t i e n d e a c e r o . E n e s t e l í m i t e l a t e n s i ó n s ó l o d e p e n d e d e l a d i r e c c i ó n d e l a r e a i n f i n i t e s i -
m a l c o n s i d e r a d a ; e s d e c i r , c o n s t i t u y e u n t e n s o r , l l a m a d o I l t e n s o r d e t e n s i o n e s
l l
e n e l p u n t o .
L a s t e n s i o n e s s u r g e n , p o r l o t a n t o , m e d i a n t e e l s i g u i e n t e p r o c e s o i d e a l :
a ) S e c c i ó n d e u n s ó l i d o y c s n s i d e r a c i ó n d e u n a p a r t e d e l m i s m o ; b ) F u e r z a q u e
r e s t a b l e c e e l e q u i l i b r i o e n e l t r o z o d e s ó l i d o q u e s e c o n s i d e r a , y c ) S u i n t e n
s i d a d u n i t a r i a , c u a n d o e s t e p r o c e s o s e p l a n t e a e n u n v o l u m e n i n f i n i t e s i m a l d e
d i c h o s ó l i d o .
2 0 .
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2 1 .
A d e m á s d e s u c a r á c t e r d e f u e r z a u n i t a r i a ( o p o r u n i d a d d e s u p e r f i c i e ) , l a
t e n s i ó n t i e n e o t r a c a r a c t e r í s t i c a d i g n a d e s e r s e ñ a l a d a , q u e e s l a d e c o n s t i -
t u i r u n a f u e r z a i n t e r n a ; p o r l o t a n t o , s u p u e s t o a i s l a d o u n v o l u m e n d e u n s o l i -
d o d e t e r m i n a d o , m e d i a n t e u n a s e c c i o n a r b i t r a r i a , s o b r e a m b a s c a r a s d e l a s e c -
c i o n ( e n a m b a s p a r t e s d e l s o l i d o ) a c t ú a n f u e r z a s i g u a l e s y c o n t r a r i a s , e n v i r -
t u d d e l p r i n c i p i o d e a c c i o n y r e a c c i o n d e l a m e c á n i c a .
E n r e s u m e n , u n a t e n s i ó n e s u n a f u e r z a u n i t a r i a , i n t e r n a y d e c a r á c t e r t e n
s o r i a l .
F r e c u e n t e m e n t e , y d e n t r o d e l c o n t e x t o d e l c á l c u l o d e e s t r u c t u r a s , l a s t e n
s i o n e s s e i n t e g r a n a t r a v é s d e u n á r e a , e n l o s e l e m e n t o s m o n o d i m e n s i o n a l e s , o
d e u n e s p e s o r e n l o s b i d i m e n s i o n a l e s , p r o d u c i e n d o u n a s r e s u l t a n t e s d e n o m i n a d a s
e s f u e r z o s , c u y o p a p e l e n e l c á l c u l o e s t r u c t u r a l e s a n á l o g o a l d e s e m p e ñ a d o p o r
l a s t e n s i o n e s e n l a t e o r í a d e l a e l a s t i c i d a d , s i b i e n e l c a r á c t e r u n i t a r i o d e
é s t a s d e s a p a r e c e a l c o n s i d e r a r l o s e s f u e r z o s e n e l e m e n t o s m o n o d i m e n s i o n a l e s ,
q u e c o r r e s p o n d e n a s i m p l e s f u e r z a s o m o m e n t o s a c t u a n d o e n u n a s e c c i ó n d e t e r m i -
n a d a . P o r e l c o n t r a r i o , e n l o s e l e m e n t o s b i d i m e n s i o n a l e s l o s e s f u e r z o s s e d e f i
n e n p o r u n i d a d d e l o n g i t u d .
L a s f u e r z a s s e r e l a c i o n a n c o n l a s t e n s i o n e s o e s f u e r z o s , s e g ú n l o s c a s o s ,
m e d i a n t e u n d e t e r m i n a d o t i p o d e r e l a c i o n e s d e n o m i n a d a s e c u a c i o n e s d e e q u i l i b r i o .
C o n v i e n e t e n e r e n c u e n t a q u e l a s f u e r z a s q u e a c t ú a n s o b r e u n s ó l i d o s i e m -
p r e e s t á n e n e q u i l i b r i o : e s t á t i c o o d i n á m i c o ( s i s e i n c l u y e n l a s f u e r z a s d e i n e r
c i a ) .
C o m o s e h a i n d i c a d o a n t e r i o r m e n t e , l a s t e n s i o n e s q u e a c t ú a n s o b r e u n a c a r a
d e l p l a n o e l e m e n t a l o r i g i n a d o p o r u n a s e c c i ó n a r b i t r a r i a d e u n v o l u m e n i n f i n i t e
s i m a l d e l s ó l i d o s e e q u i l i b r a n , e n v i r t u d d e l p r i n c i p i o d e a c c i ó n y r e a c c i ó n ,
c o n l a s t e n s i o n e s q u e a p a r e c e n s o b r e l a o t r a c a r a d e d i c h o p l a n o . E s d e c i r , l a s
t e n s i o n e s ( y a n á l o g a m e n t e l o s e s f u e r z o s ) c o r r e s p o n d e n a c o n j u n t o s d e p a r e s d e
f u e r z a s u n i t a r i a s a c t u a n d o e n c a d a p u n t o d e l a e s t r u c t u r a .
L o s m o v i m i e n t o s s o n e l r e s u l t a d o v i s i b l e d e l a a c t u a c i ó n d e l a s f u e r z a s s o
b r e u n s o l i d o . C o n s t i t u y e n u n a r e a l i d a d f í s i c a , m e d i b l e , c o n t r a r i a m e n t e a l o q u e
s u c e d e c o n l o s e s f u e r z o s o t e n s i o n e s , q u e s o n i d e a l i z a c i o n e s c o n c e p t u a l e s , p e r o
d e g r a n u t i l i d a d e n l o s p l a n t e a m i e n t o s t e o r i c o s d e l c á l c u l o d e e s t r u c t u r a s .
E x i s t e n d o s t i p o s d e m o v i m i e n t o s : a ) D e s ó l i d o r í g i d o , c a r a c t e r i z a d o s p o r
c o n s t i t u i r u n c a m p o v e c t o r i a l d e m o m e n t o s , y b ) R e l a t i v o s , d e d e t e r m i n a d o s p u n
t o s d e l s ó l i d o r e s p e c t o a o t r o s .
E s t o s ú l t i m o s o r i g i n a n l a s d e f o r m a c i o n e s , q u e r e p r e s e n t a n e n c a d a p u n t o e l
m o v i m i e n t o d i f e r e n c i a l r e l a t i v o e n u n s e g m e n t o d i f e r e n c i a l q u e c o n t i e n e a d i c h o
p u n t o . S e c o m p r e n d e q u e a l d e p e n d e r d e l a d i r e c c i o n d e d i c h o s e g m e n t o l a d e f o r -
m a c i o n t i e n e u n c a r á c t e r t e n s o r i a l , p u d i e n d o d e s c r i b i r s e e l e s t a d o d e d e f o r m a -
c i o n d e u n p u n t o m e d i a n t e e l t e n s o r d e f o r m a c i o n .
2 2 .
D e m o d o a n a l o g o a l o s e s f u e r z o s - d e f i n i d o s m e d i a n t e u n a i n t e g r a c i ó n d e l a s te~
s i o n e s e n u n a s e c c i ó n , o e q u i l i b r i o d e e s t a s c o n u n a d e t e r m i n a d a r e s u l t a n t e q u e
r e p r e s e n t a b a e l e s f u e r z o - , e s p o s i b l e a s i m i s m o
d e f i n i r , e n e l c a l c u l o d e
e s t r u c t u r a s m o n o y b i d i m e n s i o n a l e s , u n a d e f o r m a c i ó n r e p r e s e n t a t i v a d e l a s e c c i ó n ,
a p a r t i r d e l a c u a l , m e d i a n t e m e r a s r e l a c i o n e s d e c o m p a t i b i l i d a d , s e p u e d e h a l l a r
e l e s t a d o d e d e f o r m a c i ó n e n c u a l q u i e r p u n t o d e a q u é l l a . U n e j e m p l o t í p i c o l o con~
t i t u y e l a h i p ó t e s i s d e B e r n o u i l l i o d e l a s s e c c i o n e s p l a n a s e n u n a v i g a , e n d o n d e
e l c o n o c i m i e n t o d e l a d e f o r m a c i ó n ( e x t e n s i ó n y c u r v a t u r a ) d e l a f i b r a n e u t r a p e r -
m i t e c a l c u l a r l a d e f o r m a c i ó n d e t o d a s l a s s e c c i o n e s d e l a v i g a .
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E n t r e l a s d i f e r e n t e s m a g n i t u d e s d e l c a l c u l o e s t r u c t u r a l q u e s e a c a b a n d e m e n c i o -
n a r ( f u e r z a s o e s f u e r z o s , t e n s i o n e s , d e f o r m a c i o n e s y m o v i m i e n t o s ) e x i s t e u n a s e -
r i e d e r e l a c i o n e s - q u e s e r e s u m e n e n l a t a b l a 1 . 1 - , n e c e s a r i a s p a r a r e s o l v e r e l
p r o b l e m a d e l a n a l i s i s d e u n a e s t r u c t u r a y q u e s e c o m e n t a n a c o n t i n u a c i ó n .
L a s r e l a c i o n e s o e c u a c i o n e s d e e q u i l i b r i o s e e s t a b l e c e n e n g e n e r a l e n t r e
f u e r z a s y t e n s i o n e s , a i s l a d a m e n t e o e n t r e s í , y t i e n e n u n a c a r a c t e r e s t a t i c o .
L a s r e l a c i o n e s e n t r e m o v i m i e n t o s t o t a l e s - s u m a d e l o s r e l a t i v o s m a s l o s d e
s ó l i d o r í g i d o - y d e f o r m a c i o n e s c o n s t i t u y e n e c u a c i o n e s d e t i p o g e o m é t r i c o , o m á s
a d e c u a d a m e n t e , c i n e m a t i c o , y s e d e n o m i n a n d e c o m p a t i b i l i d a d .
M A G N I T U D E S
R E L A C I O N E S T I P O D E R E L A C I O N
I
,
F u e r z a s
E q u i l i b r i o E s t á t i c a
T e n s i o n e s
C o n s t i t u t i v a s E x p e r i m e n t a l m i x t a
D e f o r m a c i o n e s
M o v i m i e n t o s
C o m p a t i b i l i d a d C i n e m á t i c a
T A B L A 1 . 1 R e l a c i o n e s e s t r u c t u r a l e s .
P o r ú l t i m o , l a s r e l a c i o n e s q u e d e t e r m i n a n e l c o m p o r t a m i e n t o e s p e c í f i c o d e l
m a t e r i a l c o n s t i t u t i v o d e l s o l i d o , e s d e c i r , l a s r e l a c i o n e s t e n s i o n e s - d e f o r m a c i o
n e s , s o n d e c a r á c t e r e x p e r i m e n t a l . E n e l e s t a d o c i e n t í f i c o a c t u a l s o l o p u e d e n
s e r o b t e n i d a s m e d i a n t e e n s a y o s . S o n d e t i p o m i x t o , y a q u e c o n t i e n e n m a g n i t u d e s
c i n e m a t i c a s y e s t á t i c a s c o n j u n t a m e n t e .
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¡ E j e m p l O 1 . 5
1 S e a l a v i g a e s b e l t a r e c t a q u e s e r e p r e s e n t a e n l a f i g u r a 1 . 8 .
a ) Mov~'mien.fvs
F I G U R A 1 . 8 V i g a e s b e l t a r e c t a .
S e c o n s i d e r a e l e j e z e n l a d i r e c c i ó n d e l a d i r e c t r i z . L o s e j e s y , z , s e g ú n
l o s e j e s p r i n c i p a l e s d e l a s e c c i ó n t r a n s v e r s a l , s i e n d o s u d i r e c c i ó n c o n s t a n t e a
l o l a r g o d e l a d i r e c t r i z . E l o r i g e n d e c o o r d e n a d a s c a r t e s i a n a s c o i n c i d e c o n e l
c e n t r ó d e g r a v e d a d d e l a s e c c i ó n t r a n s v e r s a l .
L a s m a g n i t u d e s e s t á t i c a s s o n : U n a a c c i ó n p e z ) p o r u n i d a d d e l o n g i t u d ; e l m o
m e n t o f l e c t o r , m ( x ) , y e l e s f u e r z o c o r t a n t e , q ( x ) .
L a s c i n e m á t i c a s c o r r e s p o n d e n a l o s m o v i m i e n t o s w ( x ) y u ( x , y , z ) s e g ú n l a s d i
r e c c i o n e s t r a n s v e r s a l y l o n g i t u d i n a l d e l a v i g a .
S e s u e l e n i n t r o d u c i r e n l a s v i g a s l a s d o s h i p ó t e s i s u s u a l e s s i g u i e n t e s :
- V i g a e s b e l t a : u ( x , y , z )
u ( x , z )
( n o e x i s t e a l a b e o )
( 1 . 1 )
- N a v i e r - B e r n o u i l l i : u ( x , z ) = - z d~~X)
( 1 . 2 )
A m b a s h i p ó t e s i s c o n s t i t u y e n e j e m p l o s d e c o n d i c i o n e s d e c o m p a t i b i l i d a d . O t r a
e c u a c i ó n d e e s t e t i p o a p a r e c e e n l a d e f i n i c i ó n d e l a d e f o r m a c i ó n , s ( x , z ) :
s ( x , z )
d u ( x , z )
= - - ' - - - " - - ' -
d z
( 1 . 3 )
E j e m p l o s d e r e l a c i o n e s d e e q u i l i b r i o s o n :
d m ( x ) + q ( x )
d x
o
( 1 . 4 )
d q ( x ) + ( )
d x P x
o
2 4 .
( 1 . S )
y t a m b i é n l a d e f i n i c i o n d e l e s f u e r z o m ( x ) :
m ( x ) = f~ z 0(x,y,z)d~
s i e n d o ~ e l a r e a d e l a s e c c i o n d e f i n i d a p o r l a a b s c i s a x .
( 1 . 6 )
C o m o e j e m p l o s d e e c u a c i o n e s c o n s t i t u t i v a s p u e d e n c i t a r s e l a l e y d e H o o k e :
( J = E . E
( 1 . 7 )
o b i e n l a e c u a c i ó n c a r a c t e r í s t i c a d e l a v i g a , d e d u c i d a a p a r t i r d e l a s a n t e r i o
r e s :
m ( x ) - E l
2
d > , ¡ ( x )
d x
2
( 1 . 8 )
s i e n d o 1 l a i n e r c i a d e l a s e c c i ó n d e a b s c i s a x .
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A t e n d i e n d o a l o s d i f e r e n t e s t i p o s d e r e l a c i o n e s q u e s e c o n s i d e r e n e x i s t e n v a r i a s
p o s i b l e s c l a s i f i c a c i o n e s d e l o s s i s t e m a s e s t r u c t u r a l e s . H a s t a f e c h a r e l a t i v a m e n -
t e r e c i e n t e , a l g u n a s d e d i c h a s c l a s i f i c a c i o n e s e r a n b a s t a n t e a r t i f i c i a l e s y n a -
c í a n , f r e c u e n t e m e n t e , d e l p r o p i o m é t o d o m a n u a l d e c a l c u l o q u e s e u t i l i z a b a . E n
l a a c t u a l i d a d , a l c o n s e g u i r s e l a s e p a r a c i ó n e n t r e e l c a l c u l o n u m é r i c o y e l a n a l i
s i s e s t r u c t u r a l , m e r c e d a l a a p a r i c i ó n d e l o s c o m p u t a d o r e s , h a n s u r g i d o c l a s i f i -
c a c i o n e s m a s n a t u r a l e s y p r o f u n d a s , q u e r a d i c a n f u n d a m e n t a l m e n t e e n d i f e r e n c i a s
e s e n c i a l e s q u e e x i s t e n e n l o s o p e r a d o r e s m a t e m á t i c o s q u e d e s c r i b e n e l c o m p o r t a -
m i e n t o d e l a s d i s t i n t a s e s t r u c t u r a s . A c o n t i n u a c i ó n s e i n d i c a n a l g u n a s d e e s t a s
ú l t i m a s .
a ) E s t r u c t u r a s l i n e a l e s y n o l i n e a l e s .
S e d i c e q u e u n a e s t r u c t u r a e s l i n e a l c u a n d o s o n l i n e a l e s l o s t r e s t i p o s f u n
d a m e n t a l e s d e e c u a c i o n e s : e q u i l i b r i o , c o m p a t i b i l i d a d y c o n s t i t u t i v a s . D e b e n , p o r
l o t a n t o , s a t i s f a c e r s e d e f o r m a s i m u l t a n e a l a s t r e s s i g u i e n t e s c o n d i c i o n e s :
P r i m e r a c o n d i c i ó n : e s t a t i c a . S u p o n e q u e e n e l p l a n t e a m i e n t o d e l a s e c u a c i o -
n e s d e e q u i l i b r i o , q u e e v i d e n t e m e n t e d e b e r e a l i z a r s e c o n l a g e o m e t r í a d e l a e s -
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t r u c t u r a d e f o r m a d a , é s t a c o i n c i d e c o n l a g e o m e t r í a a n t e r i o r a l a d e f o r m a c i ó n ( m o
v i m i e n t o s p e q u e ñ o s ) .
S e g u n d a c o n d i c i ó n : c i n e m á t i c a . A d m i t e u n a r e l a c i ó n l i n e a l e n t r e l o s m o v i m i e n
t o s y l a s d e f o r m a c i o n e s o , l o q u e e s e q u i v a l e n t e , e n l a s e c u a c i o n e s d e c o m p a t i b i
l i d a d s e s u p o n e l u 1 1 I U z l « l , s i e n d o u
i
u n m o v i m i e n t o o s u d e r i v a d a ( d e f o r m a c i o -
n e s p e q u e ñ a s ) . U n c o n o c i d o e j e m p l o c o r r e s p o n d e a l a d e f i n i c i ó n d e curvaturaen~s
p r o b l e m a s d e f l e x i ó n d e v i g a s , e n d o n d e s e a d m i t e l a i g u a l d a d :
k y "
e n l u g a r d e l a d e f i n i c i ó n m a t e m á t i c a d e c u r v a t u r a :
k
y "
T e r c e r a c o n d i c i ó n : c o n s t i t u t i v a . I m p l i c a q u e e l m a t e r i a l e s e l á s t i c o y l i -
n e a l , e s d e c i r , q u e s e r i g e p o r l a l e y d e H o o k e .
L a s e s t r u c t u r a s n o l i n e a l e s a d q u i e r e n d i c h o c a r á c t e r p o r n o c u m p l i r a l g u n a
( o t o d a s ) d e l a s t r e s c o n d i c i o n e s a n t e r i o r e s . A s í , s e d i c e q u e u n a e s t r u c t u r a e s
e s t á t i c a o g e o m é t r i c a m e n t e n o l i n e a l , d e m a t e r i a l n o l i n e a l , e t c . , s e g ú n l o s c a -
s o s .
E l h e c h o d e q u e u n a e s t r u c t u r a s e a l i n e a l s u p o n e q u e e s a p l i c a b l e e l p r i n -
c i p i o d e s u p e r p o s i c i ó n , e s d e c i r , q u e s i § 1 y ! Z s o n d o s g r u p o s d e a c c i o n e s d i -
f e r e n t e s a q u e s e e n c u e n t r a s o m e t i d a l a e s t r u c t u r a , q u e o r i g i n a n e n l a m i s m a l a s
r e s p u e s t a s ~1 y ! Z ' r e s p e c t i v a m e n t e , e n t o n c e s l a a c c i ó n c o m b i n a c i ó n l i n e a l
A1~1 + A Z I
Z
p r o d u c e l a r e s p u e s t a A1~1 + AZ~Z,siendo A l y A
Z
d o s c o n s t a n t e s d e
p r o p o r c i o n a l i d a d a r b i t r a r i a s .
, . . - - - E j e m p l o 1 . 6
S e c o n s i d e r a l a v i g a - c o l u m n a c u y o e s q u e m a s e r e p r e s e n t a e n l a f i g u r a 1 . 9 .
p
F I G U R A 1 . 9 V i g a - c o l u m n a .
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S e t r a t a d e u n a v i g a t r a b a j a n d o s i m u l t á n e a m e n t e a f l e x i ó n y c o m p r e s i ó n , y
c o n s t i t u y e u n a e s t r u c t u r a n o l i n e a l s i s e c o n s i d e r a l a t e o r í a d e l a viga-colu~
n a , e n c u y o c a s o n o e s l i n e a l l a r e l a c i ó n e s t á t i c a .
E n e f e c t o , l a c o n d i c i ó n c a r a c t e r í s t i c a d e l a v i g a - c o l u m n a e s :




- E l - 2 + P w ( x )
d x
q u e s e p l a n t e a e n l a g e o m e t r í a d e f o r m a d a d e l a v i g a .
, - - - - - E j e m p l o 1 . 7 : P a n d e o c o n g r a n d e s d e f o r m a c i o n e s .
E s o t r o c a s o q u e n o c u m p l e l a s c o n d i c i o n e s p r i m e r a y s e g u n d a a n t e r i o r e s , d a
d o q u e s e c o n s i d e r a :
r - - - E j e m p l o 1 . 8




( ' ¡ w " )
P o r ú l t i m o , S l s e d e s e a e s t u d i a r u n a c o l u m n a a p a n d e o , c o n g r a n d e s d e f o r -
m a c i o n e s y s u p u e s t a c o n s t i t u i d a p o r u n m a t e r i a l n o e l á s t i c o ( h o r m i g ó n , p o r eje~
p l o ) , n i n g u n a d e l a s r e l a c i o n e s d e l i n e a l i d a d s e c u m p l e .
b ) E s t r u c t u r a s e s t á t i c a s y d i n á m i c a s .
S í l a s a c c i o n e s
s o b r e
u n a e s t r u c t u r a
a c t ú a n c o n s u f i c i e n t e l e n t i t u d ,
e n r e
-
l a c i ó n
c o n u n
t i e m p o c a r a c t e r í s t i c o d e l a e s t r u c t u r a d e n o m i n a d o
p e r i o d o p r o p i o }
e s p o s i b l e d e s p r e c i a r
l o s e f e c t o s p r o d u c i d o s
p o r
l a s f u e r z a s
d e
i n e r c i a ,
e n c u -
y o c a s o l a e s t r u c t u r a
s e
d e n o m i n a
e s t á t i c a ,
y
d i n á m i c a e n c a s o
c o n t r a r i o .
c ) E s t r u c t u r a s v i s c o s a s y n o v i s c o s a s .
S e d e n o m i n a n v i s c o s a s ( o d e c o m p o r t a m i e n t o v i s c o s o ) a q u e l l a s e s t r u c t u r a s c u
y a r e s p u e s t a e n u n i n s t a n t e d e t e r m i n a d o e s f u n c i ó n d e t o d a l a h i s t o r i a d e l a s a c
c i o n e s a c t u a n t e s , e s d e c i r , e s u n a f u n c i ó n o p e r a d o r n o l o c a l y s í i n t e g r a l d e l a
v i d a d e l a e s t r u c t u r a . E n g e n e r a l s e t r a t a d e e s t r u c t u r a s c u y o s m a t e r i a l e s c o n s -
t i t u t i v o s p r e s e n t a n m e m o r i a .
D u r a n t e m u c h o t i e m p o l a s e s t r u c t u r a s c o n s i d e r a d a s f u e r o n e s t á t i c a s y n o v i s
c o s a s , l o q u e d i o l u g a r a l a a p a r i c i ó n d e m é t o d o s d e c á l c u l o e s p e c í f i c o s y c o n -
v e n c i o n a l e s . E s t e h e c h o s u p u s o u n a d i v i s i ó n n o n a t u r a l d e e s t a s e s t r u c t u r a s , e n
d o n d e s e a t e n d í a p r i m o r i d a l m e r t e a l a s c a r a c t e r í s t i c a s d e l o s m é t o d o s d e c á l c u l o
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m a n u a l u t i l i z a d o s e n l a p r á c t i c a . E s t a d i v i s i ó n h i s t ó r i c a s e e s q u e m a t i z a a c o n -
t i n u a c i 6 n :
~
P l a n a s
( A r t i c u l a d a s
E s p a c i a l e s
- E s t r u c t u r a s d i s c r e t a s
R e t i c u l a d a s
T r a s l a c i o n a l e s
I n t r a s l a c i o n a l e s
\
P l a n a s
o
E s p a c i a l e s
- E s t r u c t u r a s c o n t i n u a s
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E l p l a n t e a m i e n t o g e n e r a l d e l c á l c u l o d e u n a e s t r u c t u r a c o n s i s t e s i m p l e m e n t e e n
l a r e s o l u c i ó n d e l c o n j u n t o d e l o s t r e s g r u p o s d e e c u a c i o n e s y a c o m e n t a d a s : e q u i
l i b r i o , c o m p a t i b i l i d a d y c o n s t i t u t i v a s . L o s p r o c e d i m i e n t o s d e r e s o l u c i ó n q u e s e
u t i l i z a n d e p e n d e n d e l t i p o d e i n c ó g n i t a s b á s i c a s a d o p t a d a s , s e g ú n l o c u a l s e
p u e d e n d i s t i n g u i r l o s s i g u i e n t e s m é t o d o s f u n d a m e n t a l e s d e c á l c u l o d e e s t r u c t u -
r a s :
a ) M e t o d o d e l o s m o v i m i e n t o s .
S e a d o p t a n c o r n o i n c ó g n i t a s b á s i c a s l o s m o v i m i e n t o s c o r r e s p o n d i e n t e s a l o s
g r a d o s d e l i b e r t a d m a e s t r o s c o n s i d e r a d o s e n l a e s t r u c t u r a . E s t o s m o v i m i e n t o s
d e b e n s a t i s f a c e r l a s c o n d i c i o n e s d e c o m p a t i b i l i d a d , y e n p a r t i c u l a r , l a s c o n d i
c i o n e s d e c o n t o r n o .
M e d i a n t e l a s c o n d i c i o n e s c o n s t i t u t i v a s , s e p u e d e n e x p r e s a r l a s m a g n i t u d e s
e s t á t i c a s e n f u n c i ó n d e e s t o s m o v i m i e n t o s b á s i c o s d e s c o n o c i d o s .
F i n a l m e n t e , e n l a s e c u a c i o n e s d e e q u i l i b r i o , q u e r e l a c i o n a n e n t r e s í a l a s
d i f e r e n t e s m a g n i t u d e s e s t á t i c a s , s e s u s t i t u y e n e s t a s e n f u n c i ó n d e l o s m o v i m i e n
t o s a n t e r i o r e s , l l e g á n d o s e a u n s i s t e m a f i n a l d e e c u a c i o n e s d e e q u i l i b r i o e n e l
q u e l a s i n c ó g n i t a s s o n l o s m o v i m i e n t o s b á s i c o s c o n s i d e r a d o s . P o r e s t e motivo,e~
t e m e t o d o t a m b i e n r e c i b e e l n o m b r e d e m e t o d o d e e q u i l i b r i o . A s í m i s m o , y d a d o
q u e l o s c o e f i c i e n t e s d e l s i s t e m a d e e c u a c i o n e s a n t e r i o r s o n l o s t é r m i n o s d e l a
m a t r i z d e r i g i d e z d e l a e s t r u c t u r a , s e l e c o n o c e i g u a l m e n t e c o n e l n o m b r e d e m é
t o d o d e r i g i d e z .
2 8 .
b ) M é t o d o d e l a s f u e r z a s .
A q u í l a s i n c ó g n i t a s b á s i c a s s o n u n c o n j u n t o d e f u e r z a s ( h i p e r e s t á t i c a s ) e n
e q u i l i b r i o c o n l a s a c c i o n e s e x t e r i o r e s , e s d e c i r , q u e s a t i s f a c e n p r e v i a m e n t e
l a s e c u a c i o n e s e s t á t i c a s .
L a s c o n d i c i o n e s c o n s t i t u t i v a s p e r m i t e n o b t e n e r l a s m a g n i t u d e s c i n e m á t i c a s
e n f u n c i ó n d e e s t a s i n c ó g n i t a s b á s i c a s h i p e r e s t á t i c a s .
P o r ú l t i m o , l a s e c u a c i o n e s d e c o m p a t i b i l i d a d , q u e r e l a c i o n a n ú n i c a m e n t e i n
c ó g n i t a s c i n e m á t i c a s , p u e d e n s e r t r a n s f o r m a d a s , d e m o d o q u e é s t a s s e e l i m i n a n a t r a v é s d e
l a s c o n d i c i o n e s c o n s t i t u t i v a s a n t e r i o r e s , r e s u l t a n d o u n s i s t e m a f i n a l d e e c u a -
c i o n e s c u y a s i n c ó g n i t a s s o n l a s h i p e r e s t á t i c a s m e n c i o n a d a s . P o r e s t a r a z ó n , e s -
t e m é t o d o s e l l a m a t a m b i é n d e c o m p a t i b i l i d a d . D e l m i s m o m o d o , p u e s t o q u e l o s
c o e f i c i e n t e s d e l s i s t e m a f i n a l d e e c u a c i o n e s s o n l o s t é r m i n o s d e l a m a t r i z d e
f l e x i b i l i d a d d e l a e s t r u c t u r a , r e c i b e i g u a l m e n t e e l n o m b r e d e m é t o d o d e f l e x i -
b i l i d a d .
c ) M é t o d o s m i x t o s .
E n é s t o s s e a d o p t a n c o m o i n c ó g n i t a s b á s i c a s m o v i m i e n t o s y f u e r z a s , c o n l o
q u e s e i n c r e m e n t a e l n ú m e r o d e i n c ó g n i t a s . S u v e n t a j a f u n d a m e n t a l r e s i d e e n l a
p o s i b l e s i m p l i f i c a c i ó n d e l p l a n t e a m i e n t o . U n c o n o c i d o m é t o d o p e r t e n e c i e n t e ae~
t e t i p o m i x t o e s e l d e l a m a t r i z d e t r a n s f e r e n c i a o p r o g r e s i ó n m a t r i c i a l .
d ) M é t o d o s h í b r i d o s .
S o n p r o c e d i m i e n t o s d e d i f í c i l g e n e r a l i z a c i ó n y c o r r e s p o n d e n a l a a d o p c i ó n ,
c o m o i n c 6 g n i t a s b á s i c a s , d e m o v i m i e n t o s e n u n a p a r t e d e l a e s t r u c t u r a y d e f u e r
z a s , e n l a o t r a .
D e t o d o s l o s m é t o d o s q u e s e h a n c i t a d o a n t e r i o r m e n t e e l m á s u t i l i z a d o e n
l a p r á c t i c a , p a r t i c u l a r m e n t e e n c o n j u n c i 6 n c o n e l s o p o r t e d e c á l c u l o m e d i a n t e
c o m p u t a d o r , e s e l m é t o d o d e l o s m o v i m i e n t o s , e n e l c u a l s e b a s a n l a m a y o r í a d e
l o s p r o g r a m a s g e n e r a l e s e x i s t e ñ t e s d e c á l c u l o d e e s t r u c t u r a s .
L a s r a z o n e s f u n d a m e n t a l e s p a r a e s t a e l e c c i ó n r a d i c a n e n s u e x t r a o r d i n a r i a
f a c i l i d a d d e p l a n t e a m i e n t o y d e d e f i n i c i ó n d e l a s i n c ó g n i t a s b á s i c a s , s u a d e -
c u a d a e f i c i e n c i a c o m p u t a c i o n a l y l a b a j a f r e c u e n c i a d e a p a r i c i 6 n d e p r o b l e m a s
d e e s t a b i l i d a d n u m é r i c a ( m a l c o n d i c i o n a m i e n t o d e l s i s t e m a d e e c u a c i o n e s r e s u l -
t a n t e ) .
S i n e m b a r g o , p a r a d e t e r m i n a d o s t i p o s e s t r u c t u r a l e s , p u e d e r e s u l t a r m á s a -
d e c u a d o e l m é t o d o d e l a s f u e r z a s q u e e l d e l o s m o v i m i e n t o s . N o o b s t a n t e , s u g~
n e r a l i z a c i 6 n p a r a u n t r a t a m i e n t o a u t o m á t i c o d e e s t r u c t u r a s a r b i t r a r i a s e s d i f í
2 9 .
c i l , y p o r e l l o , r e s u l t a m a s c o n v e n i e n t e e n u n c a l c u l o m a n u a l .
r - - - - - E j e m p l o 1 . 9
C a l c u l o d e l a v i g a c o n t i n u a d e d o s v a n o s , d e s e c c i ó n c o n s t a n t e y l u c e s igu~
l e s , r e p r e s e n t a d a e n l a f i g u r a 1 , 1 0 - a .
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F I G U R A 1 . 1 0 C a l c u l o d e u n a v i g a c o n t i n u a d e d o s v a n o s .
a ) M é t o d o d e l o s m o v i m i e n t o s ( f i g u r a 1 . 1 0 - b ) .
S e a d o p t a c o m o i n c ó g n i t a b a s i c a e l g i r o 8 e n e l a p o y o c e n t r a l . S e g ú n l a s
f ó r m u l a s d e l a r e s i s t e n c i a d e m a t e r i a l e s , s e o b t i e n e , p a r a e l m o m e n t o e n e s e
a p o y o :
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b ) M é t o d o d e l a s f u e r z a s ( f i g u r a 1 . 1 0 - c ) .
L a i n c ó g n i t a b á s i c a c o n s i d e r a d a e s , a h o r a , e l m o m e n t o f l e c t o r M e n e l a p o -
y o c e n t r a l . E l g i r o d e c a d a t r a m o d e v i g a e n e l e x t r e m o d e d i c h o a p o y o e s :
V a n o 1 : 8
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y l a s o l u c i ó n e s , f i n a l m e n t e :
M
1 . 1 0 C L A S I F I C A C I O N D E L O S E L E M E N T O S E S T R U C T U R A L E S
S e g ú n s e h a i n d i c a d o c o n a n t e r i o r i d a d , u n s i s t e m a e s t r u c t u r a l e s t á c o n s t i t u i d o
p o r u n e n s a m b l a j e a r b i t r a r i o d e d i f e r e n t e s e s t r u c t u r a s m á s s e n c i l l a s d e n o m i n a -
d a s e l e m e n t o s e s t r u c t u r a l e s . E s t o s c o r r e s p o n d e n a i d e a l i z a c i o n e s d e c u e r p o s o
e s t r u c t u r a s r e a l e s , y l a a d e c u a c i ó n d e e s a s i d e a l i z a c i o n e s s e r a c o m e n t a d a m a s
a d e l a n t e , a l t r a t a r d e c a d a u n o d e e l l o s . A h o r a s ó l o s e r e l a c i o n a r r , l o s e l e m e n t o s
e s t r u c t u r a l e s e x i s t e n t e s .
a ) E l e m e n t o s r e c t o s .
S o n l o s m á s s i m p l e s ( f i g u r a 1 . 1 1 ) y p u e d e n c l a s i f i c a r s e c o m o s i g u e , d e a -
c u e r d o c o n s u s d i m e n s i o n e s :
- E l e m e n t o l í n e a ( l - D ) . R e p r e s e n t a l a i d e a l i z a c i 6 n d e u n a v i g a r e c t a .
- E l e m e n t o p l a c a ( 2 - D ) . C o n s t i t u i d o p o r u n p l a n o r e p r e s e n t a t i v o d e l a supe~
f i c i e m e d i a d e l a e s t r u c t u r a r e a l q u e s e i d e a l i z a .
- E l e m e n t o v o l u m é t r i c o r e c t o ( 3 - D ) .
b ) E l e m e n t o s c u r v o s .
3 1 .
S o n t o p o l o g i c a m e n t e e q u i v a l e n t e s a l o s e l e m e n t o s r e c t o s a n t e r i o r m e n t e m e n c i o
n a d o s , s i b i e n c o r r e s p o n d e n a g e o m e t r í a s m a s c o m p l i c a d a s ( f i g u r a 1 . 1 2 ) . S e d i s t i n
g u e n l o s s i g u i e n t e s :
- E l e m e n t o m o n o d i m e n s i o n a l c u r v o , i d e a l i z a c i o n d e u n a r c o o v i g a c u r v a (circ~
l a r , h e l i c o i d a l , e t c . ) .
- E l e m e n t o l a m i n a , c o n s t i t u i d o p o r u n a s u p e r f i c i e .
- E l e m e n t o v o l u m é t r i c o c u r v a d o .
L o s e l e m e n t o s l í n e a y m o n o d i m e n s i o n a l c u r v o s e s u e l e n d e n o m i n a r b a r r a s .
T o d o s l o s e l e m e n t o s s i m p l e s a n t e r i o r e s p u e d e n f o r m a r e s t r u c t u r a s o s i s t e m a s
e s t r u c t u r a l e s m á s c o m p l e j o s c o n s t i t u i d o s p o r u n a c o m b i n a c i o n a r b i t r a r i a d e a q u e -
l l o s .
D e e s t a f o r m a , l o s e l e m e n t o s s i m p l e s p u e d e n s e r c o n s i d e r a d o s c o m o i n t e r s e c
c i o n d e o t r o s d e m a y o r d i m e n s i o n a l i d a d . P o r e j e m p l o , e l n u d o o e l e m e n t o p r i m a r i o
m a s s i m p l e s u r g e d e l a i n t e r s e c c i ó n d e d o s b a r r a s .
U n c a s o e s p e c i a l y s u m a m e n t e i m p o r t a n t e d e s i s t e m a s e s t r u c t u r a l e s - d e n o m i n a
d o s e n l o s u c e s i v o s i m p l e m e n t e e s t r u c t u r a s - e s t a c o n s t i t u i d o p o r l o s s i s t e m a s
d i s c r e t o s o e n t r a m a d o s ( * ) , f o r m a d o s ú n i c a m e n t e p o r n u d o s y b a r r a s ( f i g u r a 1 . 1 3 ) .
C o n v i e n e t e n e r p r e s e n t e q u e e l c a l c u l o d e u n a e s t r u c t u r a d e p e n d e n o s o l o d e
e l l a e n s í m i s m a , s i n o t a m b i e n d e l n ú m e r o d e g r a d o s d e l i b e r t a d c o n s i d e r a d o s , a -
p a r t e , n a t u r a l m e n t e , d e l c a r a c t e r d e l p r o p i o c a l c u l o ( l i n e a l o n o , d i n á m i c o o e s
t a t i c o , c o n f e n o m e n o s v i s c o s o s , e t c . ) . P o r e j e m p l o , u n a e s t r u c t u r a d e n u d o s y b a
r r a s p u e d e s e r u n a c e l o s í a o u n e n t r a m a d o , p l a n o s o e s p a c i a l e s , t r a s l a c i o n a l e s o
n o , e t c . , d e p e n d i e n d o d e l n ú m e r o d e g r a d o s d e l i b e r t a d q u e s e c o n s i d e r e n e n c a d a
n u d o ( f i g u r a 1 . 7 ) . E n l a s t a b l a s 1 . 2 y 1 . 3 s e p r e s e n t a u n r e s u m e n d e l o s d i f e r e n
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'FtG. ~. ¡ 3 - Sistemas es.f Y'ucf«.rn-~
E S T R U C T U R A D E N O M I N A C I O N
G D L P O R N U D O
C e l o s í a
1 - 2
E n t r a m a d o
6
i n t r a s l a c i o n a l
P l a n a
E n t r a m a d o
1 - 2 - 6
g e n e r a l
-
E m p a r r i l l a d o
3 - 4 - 5
C e l o s í a 1 - 2 - 3
E s p a c i a l
E n t r a m a d o 1 - 2 - 3 - 4 - 5 - 6
T A B L A 1 . 2 E s t r u c t u r a s d i s c r e t a s .
3 3 .
E S T R U C T U R A D E N O H I N A C I O N
G D L
P O R N U D O
R e v o l u c i ó n E l á s t i c a b i d i m e n s i o n a l
1 - 2
3 D
G e n e r a l E l á s t i c a t r i d i m e n s i o n a l
1 - 2 - 3
P l a c a
d e l g a d a
3
P l a n a
P l a c a
3 - 4 - 5
g r u e s a




d e f o r m a c i ó n p l a n a s ) . L a j a .
L á m i n a
r e b a j a d a
3
N o
P l a n a . H e m b r a n a
~ ' - 2 '
L á m i n a
d e l g a d a
~-2-3
L á m i n a g r u e s a
1 - 2 - 3 - 4 - 5
B a r r a r e c t a
~
R e c t a V i g a d e l g a d a r e c t a 3
V i g a r e c t a
g r u e s a 3 - 6
l D
A r c o
l '
V i g a
c u r v a
d e l g a d a 1 - 2
P l a n a
V i g a c u r g a g r u e s a 1 - 2 - 6
(
V i g a b a l c ó n d e l g a d a
I
3 - 4 '
A l a b e a d a
V i g a a l a b e a d a
1 - 2 - 3 - 4 - 5 - 6
g r u e s a ( s e c c i ó n m a c i z a )
T A B L A 1 . 3 E s t r u c t u r a s c o n t i n u a s .
3 4 .
( 1 ) N O T A : 1 ' , 2 ' , 4 ' d e s i g n a n g d l s e g ú n e j e s l o c a l e s e s p e c í f i c o s i n t r í n s e c o s d e l a
e s t r u c t u r a ( t a n g e n t e o n o r m a l ) . E n l a b a r r a r e c t a , 3 y 6 d e s i g n a n g d l pe~
p e n d i c u l a r e s a l a r e c t a d i r e c t r i z .
( 2 ) N O T A : L o s g d l d e l a s e s t r u c t u r a s d e l g a d a s , a l i m p o n e r s e l a c o n d i c i o n d e n o r m a l i
d a d d e N a v i e r - K i r c h o f f , p u e d e n r e d u c i r s e a u n o , a p a r t i r d e l o s d o s d e l a s
e s t r u c t u r a s g r u e s a s . E n e f e c t o , e l g i r o s e p u e d e e x p r e s a r e n f u n c i o n d e
l a s d e r i v a d a s d e l a f l e c h a n o r m a l , p o r l o q u e , s i s e c o n o c e l a l e y c o n t i -
n u a d e e s t a s e d e d u c e a q u e l .
/
a ) G~s d e ¿ · b e - r - t a . - l
f u n t 4 a . m e . r t + a . l . e s ( o r b o )
b ) G n : l . M S d I . f ; , ~e.rta . d .
c , t € ' ( " i t n t - M S ( o r k n . 4 )
n u d . . o
C A P I T U L O 2 . - E S T R U C T U R A S A R T I C U L A D A S . C L A S I F I C A C I O N
2 . 1 . D E F I N I C I O N E S
S e d e n o m i n a e s t r u c t u r a a r t i c u l a d a a aqu~lla q u e e s t i c o n s t i t u i d a p o r b a r r a s
q u e s e e n l a z a n e n t r e s í m e d i a n t e a r t i c u l a c i o n e s . N o p u e d e n , p o r l o t a n t o , e x i s -
t i r m o m e n t o s f l e c t o r e s e n l o s e x t r e m o s d e d i c h a s b a r r a s . S i l a g e o m e t r í a d e l a
e s t r u c t u r a , a s í c o m o l a s f u e r z a s q u e a c t ú a n s o b r e e l l a , e s t i n c o n t e n i d a s e n u n
p l a n o , ~sta s e d e n o m i n a a r t i c u l a d a p l a n a ; y e s p a c i a l e n c a s o c o n t r a r i o ( f i g u r a
2 . 1 ) . E n e s t a ú l t i m a s i t u a c i ó n e s n e c e s a r i o q u e e n u n o o e n a m b o s e x t r e m o s d e c a
d a b a r r a e x i s t a c o a c c i ó n a l g i r o s e g ú n l a r e c t a q u e l o s u n e , a f i n d e e v i t a r e l
m o v i m i e n t o a l g i r o c o m o s ó l i d o r í g i d o d e l a b a r r a a l r e d e d o r d e e s t a r e c t a y g a -
r a n t i z a r , p o r c o n s i g u i e n t e , e l t r a b a j o a t o r s i o n d e l a b a r r a .
N o r m a l m e n t e , l a s b a r r a s s o n r e c t a s y f o r m a n m a l l a s t r i a n g u l a r e s , p o r l a q u e
s e l l a m a n t a m b i é n e s t r u c t u r a s t r i a n g u l a d a s , y , a s i m i s m o , c e l o s í a s .
D a d o q u e l a s r o t u l a s d e u n i o n d e b a r r a s n o s o n c a p a c e s d e t r a n s m i t i r m o m e n t o s
f l e c t o r e s - s e s u p o n e q u e n o e x i s t e r o z a m i e n t o e n l a u n i ó n - , s o b r e c a d a u n o d e l o s
n u d o s e x t r e m o s d e l a b a r r a s ó l o p u e d e n e x i s t i r c o m o r e a c c i o n e s d o s f u e r z a s ( f i g u -
r a 2 . 2 ) . A l t e r n a t i v a m e n t e , l o s g i r o s e n l o s e x t r e m o s d e b a r r a s q u e c o n c u r r e n e n
u n a r o t u l a s o n i n d e p e n d i e n t e s e n t r e s í , a l n o e x i s t i r c o a c c i ó n a l g i r o .
2 . 2 . I D E A L I Z A C I O N
L a s e s t r u c t u r a s a r t i c u l a d a s c o r r e s p o n d e n , e n g e n e r a l , a i d e a l i z a c i o n e s d e con~
t r u c c i o n e s f o r m a d a s p o r e l e n s a m b l a j e d e p i e z a s p l a n a s a r t i c u l a d a s e n t r e s í . S i n
U , )
e m b a r g o , s i l a s b a r r a s s o n s u f i c i e n t e m e n t e e s b e l t a s , ' e s p o s i b l e l a i d e a l i z a -
c i ó n m e d i a n t e e l t i p o e s t r u c t u r a l c e l o s í a , i n c l u s o e n e l c a s o e n q u e l a s u n i o n e s
( * ) S e d e n o m i n a e s b e l t e z d e u n a p i e z a r e c t a a l a r e l a c i ó n e n t r e s u l o n g i t u d y e l
r a d i o d e g i r o d e s u s e c c i ó n t r a n s v e r s a l .
3 6 .
e n t r e b a r r a s s e a n r í g i d a s , y a q u e l o s e s f u e r z o s d e f l e x i ó n p r o d u c i d o s p o r l a c o n
I
I I •
¡ b a . . Y ' " r ' l l J
t i n u i d a d t o t a l d e l e n l a c e s o n p e q u e ñ o s a c a u s a d e l e l e v a d o v a l o r d e l a r e f e r i d a
e s b e l t e z . b a . l " r " a . { ,
~ - , , "
' 1 ' 1
- - - I ; r - - - _ X ;
F I G U R A 2 . 2 . - Eq~b~a~ d e b~cw y nuda~.
G e n e r a l m e n t e l a s e s t r u c t u r a s a r t i c u l a d a s s e u t i l i z a n e n l a c o n s t r u c c i ó n m e t a
l i c a , e n d o n d e l a s b a r r a s s o n p e r f i l e s m u y e s b e l t o s y , p o r l o t a n t o , d e a c u e r d o
c o n l o e x p u e s t o a n t e r i o r m e n t e , e s v a l i d a l a s u p o s i c i ó n d e n u d o s a r t i c u l a d o s , a
p e s a r d e q u e l a s u n i o n e s s e r e a l i c e n m e d i a n t e s o l d a d u r a o t o r n i l l o s d e a l t a r e -
s i s t e n c i a y s e a n , p o r e l l o , r í g i d a s . S i n e m b a r g o , e n c a s o d e q u e l a h i p ó t e s i s a n
t e r i o r n o s e a a c e p t a b l e , d e b i d o a v a l o r e s b a j o s d e l a e s b e l t e z d e l a s b a r r a s , e s
n e c e s a r i o t e n e r e n c u e n t a l o s e s f u e r z o s a d i c i o n a l e s q u e s e p r o d u c e n c o m o conse~
c u e n c i a d e l a r i g i d e z e x i s t e n t e e n l o s e n l a c e s , l o c u a l s e p u e d e l l e v a r a c a b o
m e d i a n t e u n c a l c u l o e s t r u c t u r a l c o m o e n t r a m a d o p l a n o , d e a c u e r d o c o n e l p r o c e s o
q u e s e c o m e n t a e n u n c a p í t u l o p o s t e r i o r .
E n d e t e r m i n a d a s o c a s i o n e s s e r e a l i z a n c o n s t r u c c i o n e s d e h o r m i g ó n q u e p u e d e n
s e r a n a l i z a d a s c o m o e s t r u c t u r a s a r t i c u l a d a s , a l m e n o s e n u n a p r i m e r a aproxim~
c i ó n , y s e d e t e r m i n a n , a s í , l o s e s f u e r z o s p r i n c i p a l e s , q u e s o n l o s d e b i d o s a l a
f o r m a m a s i m p o r t a n t e d e l t r a b a j o d e l a e s t r u c t u r a . E s t a s c o n s t r u c c i o n e s d e b e n
s e r t a l e s q u e , s u p u e s t a s a r t i c u l a d a s e n s u s n u d o s , s e a n e s t r u c t u r a s e s t a b l e s y
n o m e c a n i s m o s .
( * )
3 7 .
2 . 3 . C L A 8 I F I C A C I O N
2 . 3 . 1 . I n t r o d u c c i ó n
E x i s t e n d e t e r m i n a d o s t i p o s d e c e l o s í á s q u e p u e d e n s e r c a l c u l a d o s u t i l i z a n d o
ú n i c a m e n t e l a s e c u a c i o n e s d e e q u i l i b r i o d e l a e s t á t i c a . E l c á l c u l o c o n s i s t e e n
e l p l a n t e a m i e n t o d e l a s e c u a c i o n e s d e e q u i l i b r i o d e c a d a b a r r a y c a d a n u d o d e
l a e s t r u c t u r a , q u e p e r m i t e n o b t e n e r l a s r e a c c i o n e s d e l o s a p o y o s d e l a e s t r u c t u
r a y l a s r e a c c i o n e s q u e s o b r e c a d a b a r r a e j e r c e e l r e s t o d e a q u e l l a . S e p u e d e n ,
d e e s t e m o d o , c l a s i f i c a r l a s e s t r u c t u r a s d e a c u e r d o c o n l a s p o s i b i l i d a d e s d e d i
c h o a n á l i s i s . P a r a e l l o , e s n e c e s a r i o d e f i n i r e l n ú m e r o d e e c u a c i o n e s y e l d e i n
c ó g n i t a s d i s p o n i b l e s .
E n e l c a s o d e c e l o s í a s p l a n a s , e l n ú m e r o d e i n c ó g n i t a s p o r c a d a b a r r a e s d e
c u a t r o , c o r r e s p o n d i e n t e s a l a s r e a c c i o n e s e n s u s n u d o s e x t r e m o s ( f i g u r a 2 . 2 - b ) .
E x i s t e , a d e m a s , u n n ú m e r o e d e r e a c c i o n e s d e s c o n o c i d a s , i g u a l a l d e c o a c c i o n e s
e x t e r i o r e s q u e i m p o n e n l o s a p o y o s d e l a e s t r u c t u r a . P o r l o t a n t o , s i s e d e s i g n a
p o r B e l n ú m e r o d e b a r r a s d e e s t a , l a s i n c ó g n i t a s t o t a l e s s o n :
1 = 4 B + e
( 2 . 1 )
P o r o t r a p a r t e , e l n ú m e r o d e e c u a c i o n e s q u e p r o p o r c i o n a l a e s t a t i c a e s :
E
3 B + 2 N
( 2 . 2 )
s i e n d o N e l n ú m e r o d e n u d o s d e l a c e l o s í a ( i n c l u i d o s l o s a p o y o s ) .
L a s 3 B e c u a c i o n e s d e e q u i l i b r i o p r o v i e n e n d e considerar~el e q u i l i b r i o d e c a
d a u n a d e l a s b a r r a s d e l a e s t r u c t u r a ( e q u i l i b r i o s d e f u e r z a s s e g ú n d o s e j e s y
e q u i l i b r i o d e m o m e n t o s r e s p e c t o a u n p u n t o ) , m i e n t r a s q u e l a s 2 N e c u a c i o n e s r e s
t a n t e s c o r r e s p o n d e n a l e q u i l i b r i o d e f u e r z a s e n c a d a n u d o , s e g ú n d o s e j e s , d a d o
q u e e l e q u i l i b r i o d e m o m e n t o s s e s a t i s f a c e a u t o m a t i c a m e n t e e n e s t e c a s o . E n e f e c
t o , a l s e r t o d a s l a s f u e r z a s c o n c u r r e n t e s y n o e x i s t i r m o m e n t o a p l i c a d o e n e l
n u d o , e l m o m e n t o e n e s t e e s i d e n t i c a m e n t e n u l o ,
( * ) U n a d e f i n i c i o n d e m e c a n i s m o s e p r e s e n t a m a s a d e l a n t e .
3 8 .
E l a n t e r i o r s i s t e m a d e e c u a c i o n e s d e l a e s t a t i c a ( 2 . 2 ) p u e d e e x p r e s a r s e e n
l a s i g u i e n t e f o r m a m a t r i c i a l :




( 2 . 3 )
e s u n v e c t o r c o l u m n a d e d i m e n s i o n 1 = 4 B + C , q u e c o n t i e n e a t o d a s l a s i n c o g n i t a s
d e l p r o b l e m a : r e a c c i o n e s e n l a s c o a c c i o n e s d e a p o y o y r e a c c i o n e s d e l r e s t o d e
l a e s t r u c t u r a s o b r e l o s e x t r e m o s d e c a d a b a r r a .
p
T
= { P l , P 2 , . . . , P E } e s u n v e c t o r c o l u m n a , d e d i m e n s i o n E , c u y o s e l e m e n t o s s o n
l a s c o m p o n e n t e s d e l a r e s u l t a n t e d e l a s f u e r z a s e x t e r i o r e s s o b r e l a s d i s t i n t a s b a
r r a s ( f u e r z a s s e g ú n d o s d i r e c c i o n e s , m a s u n m o m e n t o ) m a s l a s d o s c o m p o n e n t e s d e
l a s f u e r z a s e x t e r i o r e s s o b r e l o s n u d o s .
L o s c o e f i c i e n t e s d e l a m a t r i z ! d e p e n d e n d e l a g e o m e t r í a d e l a e s t r u c t u r a (c~
n e x i o n d e l a s b a r r a s e n t r e s í , a n g u l o s r e l a t i v o s y d i r e c c i o n e s d e l a s c o a c c i o n e s
d e a p o y o ) y s o n c o n s t a n t e s , e s d e c i r , i n d e p e n d i e n t e s d e l a s i n c o g n i t a s , y a q u e e l
c a l c u l o e s l i n e a l y e l e q u i l i b r i o s e p l a n t e a e n l a g e o m e t r í a d e l a e s t r u c t u r a a n -
t e s d e l a d e f o r m a c i o n . L a m a t r i z F e s d e d i m e n s i o n E x l .
S i e l s i s t e m a ( 2 . 3 ) p u e d e s e r r e s u e l t o , l a d e t e r m i n a c i o n d e l o s e s f u e r z o s e n
l a s b a r r a s d e l a e s t r u c t u r a e s u n p r o b l e m a m u y s i m p l e . E n e f e c t o , p a r a c a d a u n a
d e e l l a s s e c o n o c e n t o d a s l a s a c c i o n e s a p l i c a d a s , i n c l u i d a s l a s r e a c c i o n e s e n s u s
e x t r e m o s . P o r l o t a n t o , l a d e d u c c i ó n d e l a s l e y e s d e e s f u e r z o s a l o l a r g o d e l a
b a r r a s e l l e v a a c a b o d e t e r m i n a n d o , e n c a d a s e c c i o n d e e s t a , l a r e s u l t a n t e ( c o m -
p o n e n t e s n o r m a l y t a n g e n c i a l ) y m o m e n t o d e t o d a s l a s f u e r z a s f r o n t a l e s ( o d o r s a -
l e s ) .
E s i m p o r t a n t e a n a l i z a r q u e t i p o s d e e s t r u c t u r a s p u e d e n s e r c a l c u l a d a s u t i l i
z a n d o ú n i c a m e n t e l a s e c u a c i o n e s d e l s i s t e m a ( 2 . 3 ) , e s d e c i r , e x c l u s i v a m e n t e m e -
d i a n t e e c u a c i o n e s d e e q u i l i b r i o . E s a s e s t r u c t u r a s s e d e n o m i n a n i s o s t a t i c a s .
S i n e m b a r g o , r e s u l t a e v i d e n t e q u e e n d e t e r m i n a d o s c a s o s n o e x i s t e s o l u c i o n
a l a n t e r i o r s i s t e m a ; e n e s t a s c i r c u n s t a n c i a s l a s e s t r u c t u r a s n o s o n e s t a b l e s y
s e s u e l e n d e n o m i n a r c o n e l n o m b r e g e n e r i c o d e m e c a n i s m o s .
3 9 .
P o r ú l t i m o , p u e d e n e x i s t i r e s t r u c t u r a s p a r a l a s c u a l e s e l c i t a d o s i s t e m a ( 2 . 3 )
i n v o l u c r a u n n ú m e r o s u p e r a b u n d a n t e d e i n c 6 g n i t a s , p o r l o q u e c a r e c e d e s o l u c i 6 n
ú n i c a . E s , p u e s , n e c e s a r i o r e c u r r i r a e c u a c i o n e s a d i c i o n a l e s e n l a s q u e intervi~
n e n m o v i m i e n t o s ( c o n d i c i o n e s d e c o m p a t i b i l i d a d ) , c o n o b j e t o d e d e d u c i r l a s o l u -
c i 6 n ú n i c a c o r r e s p o n d i e n t e a l p r o b l e m a e l á s t i c o . E s t a s e s t r u c t u r a s s e d e n o m i n a n ,
p o r e s t e m o t i v o , h i p e r e s t á t i c a s ( p a r a s u r e s o l u c i ó n n o s o n s u f i c i e n t e s l a s c o n -
d i c i o n e s d e e q u i l i b r i o q u e p r o p o r c i o n a l~ e s t á t i c a ) .
A c o n t i n u a c i ó n s e d e s c r i b e c o n u n m a y o r d e t a l l e l a c l a s i f i c a c i ó n a n t e r i o r .
2 . 3 . 2 . E s t r u c t u r a s i s o s t á t i c a s
U n a e s t r u c t u r a i s o s t á t i c a s e c a r a c t e r i z a p o r r e s i s t i r , m e d i a n t e u n c o n j u n t o
ú n i c o d e e s f u e r z o s e n s u s b a r r a s , l a a c c i ó n d e c u a l q u i e r s i s t e m a d e f u e r z a s e x -
t e r i o r e s . E n c o n s e c u e n c i a , s e p u e d e n d e t e r m i n a r e s o s e s f u e r z o s a t r a v é s d e l a s
c o n d i c i o n e s d e e q u i l i b r i o , s i n n e c e s i d a d d e c o n o c e r l o s m o v i m i e n t o s y d e f o r m a -
c i o n e s d e l a s b a r r a s ( f i g u r a 2 . 3 ) .
~)
1 = E ( o , e q u i v a l e n t e m e n t e , B
I I I f O
E n e s e c a s o , l a s o l u c i ó n d e l s i s t e m a ( 2 . 3 ) e s :
2 N - C ) ( 2 . 4 )





( 2 . 6 )
4 0 .
S e o b s e r v a q u e l a c o n d i c i ó n ( 2 . 4 ) e s n e c e s a r i a , p e r o n o s u f i c i e n t e , p a r a as~
g u r a r e l i s o s t a t i s m o d e l a e s t r u c t u r a . D e b e , a d e m á s , v e r i f i c a r s e q u e e l d e t e r m i -
n a n t e d e F s e a d i s t i n t o d e c e r o . S e c o m p r e n d e q u e e s t o d e b a s e r a s í , p u e s t o q u e ,
s i n m o d i f i c a r l a c o n d i c i ó n ( 2 . 4 ) , s e r í a p o s i b l e c a m b i a r u n a b a r r a d e l a e s t r u c t u
r a , s u p r i m i é n d o l a d e u n a p a r t e d e l a m i s m a y l l e v á n d o l a a o t r a , c o n e l r e s u l t a d o
d e q u e u n a z o n a d e l a c i t a d a e s t r u c t u r a p o d r í a , a s í , t e n e r s u p e r a b u n d a n c i a d e b~
r r a s , m i e n t r a s q u e o t r a s e r í a i n e s t a b l e . D e e s t a f o r m a , l a e s t r u c t u r a e s g l o b a l -
m e n t e i n e s t a b l e , n o o b s t a n t e v e r i f i c a r l a c o n d i c i ó n ( 2 . 4 ) .
T a m b i é n e s p o s i b l e d i s m i n u i r e l n ú m e r o d e c o a c c i o n e s e i n c r e m e n t a r e n l a m i s
m a c a n t i d a d e l d e b a r r a s , c o n l o c u a l l a e s t r u c t u r a , e n s í m i s m a , s e h a c e i n t e r -
n a m e n t e h i p e r e s t á t i c a y , e n c a m b i o , c o n s t i t u y e u n m e c a n i s m o p o r s u s u s t e n t a c i ó n .
E n o t r a s o c a s i o n e s , b a s t a u n a m o d i f i c a c i ó n e n l a s d i r e c c i o n e s d e l a s c o a c c i o
n e s p a r a o b t e n e r u n a e s t r u c t u r a i n e s t a b l e o m e c a n i s m o .
E n l o s s i g u i e n t e s e j e m p l o s s e t r a t a d e i l u s t r a r l a s i d e a s a n t e r i o r e s .
E j e m p l o 2 . 1 .
C o m p r o b a r q u e l a s e s t r u c t u r a s i s o s t á t i c a s d e l a f i g u r a 2 . 3 c u m p l e n l a c o n d i -
c i ó n n e c e s a r i a ( 2 . 4 ) .
S O L U C I O N :
E s t r u c t u r a
2 . 3 - a .










2 N - C
=
1 6 - 3
E s t r u c t u r a












2 N - C
=
1 6 - 4
E s t r u c t u r a











2 N - C
=
2 2 - 6
E j e m p l o
2 . 2 .
C o m p r u é b e s e q u e l a s e s t r u c t u r a s r e p r e s e n t a d a s e n l a f i g u r a 2 . 4 s a t i s f a c e n
l a c o n d i c i o n ( 2 . 4 ) y r a z o n e s e p o r q u é s o n m e c a n i s m o s .
4 1 .
F I G U R A
S O L U C I O N :
E s t r u c t u r a 2 . 4 - a . B
B
1 3 ; N = 8 ; C = 3
1 3 = 2 N - C = 1 6 - 3
S e o b s e r v a q u e v e r i f i c a l a c o n d i c i ó n ( 2 . 4 ) ; S l n e m b a r g o n o s e t r a t a d e u n a
e s t r u c t u r a i s o s t a t i c a , l o c u a l s e p o d r í a c o m p r o b a r c a l c u l a n d o ( 2 . 6 ) , y v i e n d o
q u e n o h a y s o l u c i ó n . E x i s t e u n p r o c e d i m i e n t o m a s c ó m o d o d e e f e c t u a r l a c o m p r o -
b a c i ó n a n t e r i o r , q u e c o n s i s t e e n v e r i f i c a r s i , a n t e u n s i s t e m a a r b i t r a r i o d e
c a r g a s , l a e s t r u c t u r a e s c a p a z d e a d m i t i r g r a n d e s m o v i m i e n t o s , c o m p a t i b l e s c o n
l a s c o n d i c i o n e s d e s u s t e n t a c i ó n , s i n q u e l a s b a r r a s e x p e r i m e n t e n d e f o r m a c i o n e s .
E n e s t e c a s o c o n c r e t o , e l l o e s p o s i b l e , t a l m m o s e m u e s t r a e n l a f i g u r a 2 . 5 .
F I G U R A 2 . 5 . - Gnand~ mov~ento~ e n u n meca~mo.
N o s u c e d e r í a l o m i s m o e n e l c a s o r e p r e s e n t a d o e n l a f i g u r a 2 . 3 - b q u e c o r r e s
p o n d e a u n a e s t r u c t u r a i s o s t a t i c a .
E s t r u c t u r a 2 . 4 - b . B
B
1 4 ; N = 8 ; C = 2
1 4 = 2 B - C = 1 6 - 2
S e s a t i s f a c e l a c o n d i c i ó n ( 2 . 4 ) p e r o s e t r a t a d é u n m e c a n i s m o d a d o q u e e s
i n c a p a z d e a d m i t i r a c c i o n e s h o r i z o n t a l e s . E s d e c i r , e x i s t e u n a i n s u f i c i e n c i a
d e c o a c c i o n e s e x t e r n a s .
E s t r u c t u r a 2 . 4 - c .
B
B
1 3 ; N = 8 ; C = 3
1 3 = 2 N - C = 1 6 - 3
4 2 .
E s o t r o m e c a n i s m o , p u e s t o q u e e s p o s i b l e u n g i r o d e l a e s t r u c t u r a a l r e d e d o r
d e l p u n t o d e i n t e r s e c c i o n d e l a s t r e s d i r e c c i o n e s d e c o a c c i o n o
E s t r u c t u r a 2 . 4 - d . B
B
1 3 ; N = 8 ; C = 3
1 3 = 2 N - C = 1 6 - 3
C o r r e s p o n d e t a m b i e n a u n m e c a n i s m o a l n o a d m i t i r a c c i o n e s h o r i z o n t a l e s .
C o m o c o m p l e m e n t o a l o a n t e r i o r m e n t e e x p u e s t o r e f e r e n t e a e s t r u c t u r a s i s o s -
t a t i c a s , e s c o n v e n i e n t e s e ñ a l a r q u e c u a n d o l a e s t r u c t u r a ( i s o s t a t i c a ) e s t a de~
c a r g a d a , s o l o e x i s t e l a s o l u c i o n t r i v i a l X = Q ; e s d e c i r , l a i n t r o d u c c i o n d e
d e f o r m a c i o n e s i m p u e s t a s e n l a s b a r r a s ( t e m p e r a t u r a , e r r o r e s d e e j e c u c i o n e n




c a r e c e d e s o l u c i o n d i s t i n t a d e l a t r i v i a l .
R e s u m i e n d o , u n a e s t r u c t u r a i s o s t a t i c a s e c a r a c t e r í z a p o r l a s s i g u i e n t e s c o n




( 2 . 7 - a )
s i e n d o n
E = 1
r = n ( 2 . 7 - b )
( 2 . 7 - c )
2 . 3 . 3 . E s t r u c t u r a s c r í t i c a s i s o s t a t i c a s
E n a l g u n a s o c a s i o n e s s e d a l a c i r c u n s t a n c i a d e q u e , a c a u s a d e l a g e o n l e t r í a
e s t r u c t u r a l ( a n g u l o s y l o n g i t u d e s d e l a s b a r r a s ) , u n a e s t r u c t u r a i s o s t a t i c a c o n
d u c e a U n a m a t r i z I s i n g u l a r . E s d e c i r , s e c u m p l e :





E s t a s e s t r u c t u r a s s e d e n o m i n a n c r í t i c a s .
P o r l o t a n t o , s e p u e d e d e d u c i r d e l t e o r e m a d e R o u c h e - F r o b e n i u s q u e e l s i s t e -
m a ( 2 . 3 ) t i e n e s o l u c i o n s o l o s i s e c u m p l e :
r a n g o ( I )
r < n
c o n n = E 1
y , p o r o t r a p a r t e , b a j o c a r g a s n u l a s e x i s t e n k = ( n - r ) s o l u c i o n e s l i n e a l m e n t e l n





t i e n e i n f i n i t a s s o l u c i o n e s d i s t i n t a s d e l a t r i v i a l .
D e s d e u n p u n t o d e v i s t a f í s i c o , u n a e s t r u c t u r a c r í t i c a s e c a r a c t e r i z a p o r s e r
c a p a z d e p r o d u c i r e s t a d o s d e e s f u e r z o s ( * * ) e n s u s b a r r a s , e n a u t o e q u i l i b r i o ( b a j o
f u e r z a s e x t e r i o r e s n u l a s ) . P o r o t r a p a r t e , s o l o p a r a c i e r t o s s i s t e m a s d e c a r g a s
e x t e r i o r e s p u e d e c o m p o r t a r s e c o m o e s t r u c t u r a , y g e n e r a r e s f u e r z o s e n l a s b a r r a s
q u e e q u i l i b r e n d i c h a s c a r g a s e x t e r i o r e s . A h o r a b i e n , e s t o s e s f u e r z o s n o s o n ú n i -
c o s , p u e s t o q u e s e l e s p u e d e a ñ a d i r u n o c u a l q u i e r a d e l o s e s t a d o s e n a u t o e q u i l i -
b r i o a n t e s m e n c i o n a d o s .
P o r l o t a n t o , e n u n c a s o g e n e r a l d e c a r g a s , u n a e s t r u c t u r a c r í t i c a n o p u e d e
g e n e r a r - d e n t r o d e l a t e o r í a l i n e a l d e e s t r u c t u r a s - l o s e s f u e r z o s e n s u s b a r r a s
n e c e s a r i o s p a r a l o g r a r e l e q u i l i b r i o e s t r u c t u r a l .
L a p r o p i e d a d a n t e r i o r c a r a c t e r i z a a l a s e s t r u c t u r a s i s o s t á t i c a s c r í t i c a s .
( * ) E l n ú m e r o k n - r i n d i c a e l o r d e n o g r a d o c r í t i c o d e l a e s t r u c t u r a .
( * * ) S e e x p r e s a a q u í m e d i a n t e e l t e r m i n o e s f u e r z o s a l a s c o m p o n e n t e s d e l v e c t o r
d e i n c o g n i t a s X .
4 4 .
T a m b i é n e s p o s i b l e , d e u n m o d o d u a l , d e f i n i r l a e s t r u c t u r a c r í t i c a c o m o a q u f
l l a q u e p u e d e e x p e r i m e n t a r u n m o v i m i e n t o i n f i n i t e s i m a l d e s ó l i d o r í g i d o ( s i n d e -
f o r m a c i o n e s e n l a s b a r r a s ) . E s t a p r o p i e d a d p u e d e s e r d e d u c i d a d e f o r m a i n m e d i a t a
a p a r t i r d e l a a p l i c a c i ó n d e l p r i n c i p i o d e l o s t r a b a j o s v i r t u a l e s , c u y o e s t u d i o
s e r e a l i z a e n u n c a p í t u l o p o s t e r i o r .
j e m p l o 2 . 3 .---------------------------------~
C o m p r u é b e s e q u e l a s e s t r u c t u r a s r e p r e s e n t a d a s e n l a f i g u r a 2 . 6 s o n c r í t i c a s ,
t t
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2 a . .
L
z a . .
[ ,
2 a . .
L
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. . 3 1 ; O > ' t
e )
e l )
F I G U R A 2 . 6 • -
E - 6 t J w c . . t W t a . . ó c . J ú ; U c . a . . ó
- - W o - 6 ; C á ; U c . a . . ó •
G e . o m e ; t J ú a .
S O L U C I O N :









2 N - C,









2 N - C,








B 1 2 2 N - C
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2 N - C
,
,
S e o b s e r v a , p u e s , q u e e n t o d o s l o s c a s o s s e v e r i f i c a l a c o n d i c i ó n n e c e s a r i a
d e i s o s t a t i s m o . P e r o e n t o d o s e l l o s , a s i m i s m o , e s p o s i b l e i m p o n e r u n m o v i m i e n t o
4 5 .
i n f i n i t e s i m a l d e s o l i d o r í g i d o , c o m o s e m u e s t r a e n l a f i g u r a 2 . 7 .
C )
P o r ú l t i m o , e n l a f i g u r a 2 . 8 s e r e p r e s e n t a n l o s s i s t e m a s d e e s f u e r z o s e n
l a s b a r r a s c o n r e s u l t a n t e e x t e r i o r n u l a .
S e c o m p r e n d e , p o r l a p r o p i a d e f i n i c i ó n d e e s t r u c t u r a i s o s t a t i c a c r í t i c a , q u e
e s t a c o n s t i t u y e u n a s i t u a c i ó n s i n g u l a r d e e s t r u c t u r a i s o s t a t i c a q u e , p a r a u n a d e
t e r m i n a d a c o n f i g u r a c i ó n d e s u g e o m e t r í a , s e t r a n s f o r m a e n c r í t i c a , e s d e c i r ,
¡ ! ! = O . P o r e l l o , s i s e c o n s i d e r a e l c a l c u l o n o l i n e a l d e l a e s t r u c t u r a , e n gra~
d e s m o v i m i e n t o s , d e a c u e r d o c o n é s t o s l a g e o m e t r í a c r í t i c a i n i c i a l s e m o d i f i c a y
c o n e l l a l a m a t r i z ! ' p o r l o q u e e s p o s i b l e d e d u c i r u n ú n i c o s i s t e m a d e e s f u e r -
z o s q u e e q u i l i b r e n c u a l q u i e r e s t a d o d e c a r g a s . A s í p u e s , l a s e s t r u c t u r a s i s o s t a
t i c a s , c r í t i c a s o n o , t i e n e n i d é n t i c o t r a t a m i e n t o e n c a l c u l o n o l i n e a l e n g r a n d e s
m o v i m i e n t o s .
4 6 .
. . 3 F
3 F






















" . k = O . 5 z F
N
Z
=- O . 2 5 f "
d )
S i n e m b a r g o , d e n t r o d e l r a n g o l i n e a l , l a e s t r u c t u r a c r í t i c a n o p u e d e s e r c a l
c u l a d a , p o r l a s r a z o n e s e x p u e s t a s . E s t o h a c e q u e n o r m a l m e n t e n o s e d e b e p r o y e c -
t a r e s t e t i p o d e e s t r u c t u r a s , p u e s t o q u e c o n d u c e n a e s f u e r z o s m u y e l e v a d o s e n s u s
b a r r a s y a g r a n d e s m o v i m i e n t o s , g e n e r a l m e n t e i n a d m i s i b l e s .
E j e m p l o 2 . 4 . - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
U n a e s t r u c t u r a c r í t i c a m u y s e n c i l l a c o r r e s p o n d e a l a t r i a n g u l a c i ó n c o n s t i t u i











F I G U R A 2 . 9 . - E j e m p l o 2 . 4 .
4 7 .
F a c i l m e n t e s e c o m p r u e b a q u e l a e s t r u c t u r a d e l a f i g u r a 2 . 9 - b e s c r í t i c a . E n
e f e c t o , s e t i e n e B = 2 ; N = 2 ; C = 4 , Y s e v e r i f i c a B = 2 = 2 N - C
2 : z : 3 - 4 , c o n -
d i c i o n n e c e s a r i a d e e s t r u c t u r a i s o s t a t i c a . S i n e m b a r g o , e s p o s i b l e o b t e n e r u n
s i s t e m a d e e s f u e r z o s e n a u t o e q u i l i b r i o ( f i g u r a 2 . 1 0 - a ) , o b i e n i m p o n e r u n m o v i -
m i e n t o i n f i n i t e s i m a l d e s o l i d o r í g i d o ( f i g u r a 2 . 1 0 - b ) .
F
F
F I G U R A 2 . 1 0 . - Comphoba~ó~ d~ ~thu~Uha ~~a.
P o r o t r a p a r t e , e n u n c a l c u l o l i n e a l l o s e s f u e r z o s q u e a p a r e c e n b a j o l a s c a r
g a s V y H s e d e d u c e n d e l s i s t e m a :
r~ J1: : : 1 = l : 1
( 2 . 8 )
s i e n d o N . . e l e s f u e r z o a x i l e n l a b a r r a i - j , y c o n s i d e r a n d o p o s i t i v a s l a s t r a c -
l J
c i o n e s .
A p a r t i r d e ( 2 . 8 ) y e n e l c a s o e n q u e V # O , s e c o m p r u e b a q u e n o e x i s t e s o -
l u c i o n . P o r e l c o n t r a r i o , s i V = O , l o s e s f u e r z o s e n l a s b a r r a s n o e s t a n d e t e r m i
n a d a s , d a d o q u e , d e l a s e g u n d a e c u a c i o n ( 2 . 8 ) , s e i n f i e r e :
y r e s u l t a
N
2 3
= - H + F
s i e n d o F a r b i t r a r i o .
S i s e l l e v a a c a b o u n c a l c u l o n o l i n e a l e n g r a n d e s m o v i m i e n t o s y p e q u e ñ a s d e
f o r m a c i o n e s ( f i g u r a 2 . 1 1 ) , s e o b t i e n e , s u p o n i e n d o p o r s i m p l i c i d a d q u e H = O :
4 8 .
F I G U R A 2 . 1 1 . - C á t c . u . ! o n o U n e . a 1 . . d e . u n a ~JtJtuctuJta c . J t U J . . c . a .
c u y a s o l u c i o n e s :
[
s e n e
c o s e





l = [ v l




V / 2 s e n e
L o s e s f u e r z o s N . . a n t e r i o r e s s e r e l a c i o n a n c o n l a s d e f o r m a c i o n e s d e l a s b a
l J
r r a s m e d i a n t e l a l e y d e H o o k e , e s d e c i r :
o l o q u e e s i g u a l
E r l E :
2 3
a
- - - a
E r l c o s e
a
1
= E n ( c o s e - 1 )
v
2 s e n e
1
E r l ( - - - 1 )
c o s e
y r e a g r u p a n d o c o n v e n i e n t e m e n t e
V
2 E r l
t g e - s e n e
( 2 . 9 )
P o r c o n s i g u i e n t e , e l v a l o r d e l g i r o e s e o b t i e n e r e s o l v i e n d o l a e c u a c i o n
a n t e r i o r . S i s e e x p r e s a e l g i r o e n f u n c i o n d e l a n g u l a m i t a d , r e s u l t a l a -
e c u a c i o n a l g e b r a i c a d e 4~ g r a d o :
q u e , u n a v e z r e s u e l t a , p e r m i t e o b t e n e r l o s v a l o r e s d e l o s e s f u e r z o s :
2 E r l
e 2
( c o t 2 ) - 1
4 9 .
E s p o s i b l e d e d u c i r u n a e x p r e s i 6 n e x p l í c i t a a p r o x i m a d a d e l o s e s f u e r z o s S l
2
s e c o n s i d e r a q u e e « 1 ( p e q u e ñ a s d e f o r m a c i o n e s ) y s e d e s a r r o l l a e n s e r i e e n
l a f 6 r m u l a ( 2 . 9 ) :
V
2 E r l
e
3
t g e - s e n e z 2 ~ e s d e c i r e
(~)1/3 y , p o r l o t a n t o :
E r l
v




2 . 3 . 4 . E s t r u c t u r a s h i p e r e s t a t i c a s
S e d i c e q u e u n a e s t r u c t u r a e s h i p e r e s t a t i c a d e g r a d o a c u a n d o e s c a p a z d e
g e n e r a r a s i s t e m a s d e e s f u e r z o s e n s u s b a r r a s , l i n e a l m e n t e i n d e p e n d i e n t e s , q u e
e q u i l i b r a n a u n c o n j u n t o a r b i t r a r i o d e a c c i o n e s e x t e r i o r e s . P o r l o t a n t o , l a s
e c u a c i o n e s d e l a e s t a t i c a , e n e s t e t i p o d e e s t r u c t u r a s , n o d e t e r m i n a n u n í v o c a -
1
1
-~ l~ - d 1 b 1 ( * ) b - ~ - 1 - 1 -
m e n t e a s o U C l o n e a s t l c a e p r o e m a , c u y a o t e n c l o n r e q u l e r e a u t l l -
z a c i 6 n d e l a s e c u a c i o n e s d e c o m p a t i b i l i d a d .
M a t e m a t i c a m e n t e u n a e s t r u c t u r a h i p e r e s t a t i c a s e c a r a c t e r i z a p o r l a s s i g u i e n
t e s c o n d i c i o n e s r e f e r i d a s a l s i s t e m a d e e c u a c i o n e s d e e q u i l i b r i o ( 2 . 3 ) :
F X
p
( 2 . 3 )
r a n g o ( E . : )
r a n g o ( E . : . , . 5 ' )
r = E < 1
C o n v i e n e o b s e r v a r q u e l a c o n d i c i 6 n 1 > E e q u i v a l e a
B > 2 N - C
u n a v e z c o n s i d e r a d a s l a s r e l a c i o n e s ( 2 . 1 ) y ( 2 . 2 ) . E s a c o n d i c i 6 n , p o r s í s o l a ,
r e p r e s e n t a u n a c o n d i c i 6 n n e c e s a r i a , p e r o n o s u f i c i e n t e , d e h i p e r e s t a t i s m o .
E l g r a d o d e h i p e r e s t a t i s m o e s a
I - E
B + C - 2 N .
( * ) E s l a s o l u c i 6 n p a r a l a c u a l s e s a t i s f a c e n , a d e m a s d e l a s e c u a c i o n e s d e e q u i
l i b r i o d e l a e s t r u c t u r a , l a s c o n d i c i o n e s d e c o m p a t i b i l i d a d .
5 0 ,
P a r a d e t e r m i n a d a s s i t u a c i o n e s p a r t i c u l a r e s d e g e o m e t r í a q u e c o n d u c e n a I K I = o ,
l a e s t r u c t u r a h i p e r e s t a t i c a e s c r í t i c a y e n e s e c a s o e l s i s t e m a ( 2 . 3 ) n o t i e n e ,
e n g e n e r a l , s o l u c i ó n p a r a u n c o n j u n t o a r b i t r a r i o d e c a r g a s I . S e v e r i f i c a :
r a n g o ( K )
r a n g o ( ! : . , I )
r < E < 1
E l g r a d o d e h i p e r e s t a t i s m o s i g u e s i e n d o a
o g r a d o c r í t i c o d e l a e s t r u c t u r a .
I - E Y k
E - r s e d e n o m i n a o r d e n
T a l c o m o s e h a m e n c i o n a d o e n e l c a s o d e e s t r u c t u r a s i s o s t a t i c a s , l a s h i p e r -
e s t a t i c a s c r í t i c a s s ó l o p u e d e n s e r c a l c u l a d a s e n r e g i m e n n o l i n e a l c o n g r a n d e s
m o v i m i e n t o s . E n e s a s i t u a c i ó n l a g e o m e t r í a d e f o r m a d a p r o p o r c i o n a u n a e s t r u c t u r a
n o c r í t i c a d e g r a d o d e h i p e r e s t a t i s m o a = I - E .
E j e m p l o 2 . 5 .
C l a s i f i c a r l a s e s t r u c t u r a s r e p r e s e n t a d a s e n l a f i g u r a 2 . 1 2 .
r r
C )
F I G U R A 2 , 7 2 . - E j e m p l o 2 . 5 .
S O L U C I O N :
a = I - E
E s t r u c t u r a a : B
1 1 ; N = 6 ; C
B + C - 2 N
3 ; B > 2 N - C
2
5 1 .
S e t r a t a d e u n a e s t r u c t u r a h i p e r e s t á t i c a d e g r a d o 2 . C o n v i e n e s e ñ a l a r q u e e l
h i p e r e s t a t i s m o s e p r o d u c e e n e s t e c a s o p o r l a e x i s t e n c i a d e c o a c c i o n e s i n t e r n a s
s u p e r a b u n d a n t e s ( b a r r a s a d i c i o n a l e s ) , m i e n t r a s q u e e l n ú m e r o d e a p o y o s e s e l e s -
t r i c t o d e u n a e s t r u c t u r a i s o s t á t i c a , p o r l o q u e l a s r e a c c i o n e s e n l o s m i s m o s s e
p u e d e n o b t e n e r u t i l i z a n d o ú n i c a m e n t e l o s r e c u r s o s d e l a e s t á t i c a ( e c u a c i o n e s d e
e q u i l i b r i o ) . A s í p u e s , l a e s t r u c t u r a e s i s o s t á t i c a p o r s u s u s t e n t a c i ó n ( i s o s t á -
t i c a e x t e r n a m e n t e ) e h i p e r e s t á t i c a i n t e r n a m e n t e , c o n g r a d o d e h i p e r e s t a t i s I D o
i g u a l a d o s .
E s t r u c t u r a b : B 9 ; N = 6 ; e = 4 ; B > 2 N - C
a = I - E = B + C - 2 N = 1
E s u n a e s t r u c t u r a h i p e r e s t á t i c a d e g r a d o l . E n e s t e c a s o l a t r i a n g u l a c i ó n i n
t e r i o r c o r r e s p o n d e a u n a e s t r u c t u r a i s o s t á t i c a y e l h i p e r e s t a t i s m o s e d e b e a u n
e x c e s o d e c o a c c i o n e s e x t e r n a s ( e s t r u c t u r a h i p e r e s t á t i c a e x t e r n a m e n t e ) . A h o r a n l
s i q u i e r a l a s r e a c c i o n e s p u e d e n s e r c a l c u l a d a s m e d i a n t e l a e s t á t i c a .
E s t r u c t u r a c : B 1 4 ; N = 1 0 ; C
a = B + C - 2 N = 2
8 ; B > 2 N - C
S e t r a t a d e u n a e s t r u c t u r a h i p e L e s t á t i c a d e g r a d o 2 .
E s t r u c t u r a d : B 1 4 ; N = 9 ; C
a = B + C - 2 N = 2
6 ; B > 2 N - C
E l g r a d o d e h i p e r e s t a t i s m o e s 2 ; l a e s t r u c t u r a e s c r í t i c a , d a d o q u e a d m i t e
e l m o v i m i e n t o i n f i n i t e s i m a l d e s o l i d o r í g i d o q u e s e m u e s t r a e n l a f i g u r a 2 . 1 3 - a .
E s t r u c t u r a e : B 9 ; N = 6 ; C
a = B + C - 2 N = 1
4 ; B > 2 N - C
E l g r a d o d e h i p e r e s t a t i s m o e s 1 y l a e s t r u c t u r a e s c r í t i c a . E l m o v i m i e n t o l n
f i n i t e s i m a l d e s o l i d o r í g i d o s e o b s e r v a e n l a f i g u r a 2 . 1 3 - b , m i e n t r a s q u e e n
2 . 1 3 - c s e r e p r e s e n t a u n e s t a d o d e e s f u e r z o s e n a u t o e q u i l i b r i o , c a r a c t e r í s t i c a
d e l a s e s t r u c t l ' r a s c r í t i c a s .
5 2 .
C )
P a r a l a d e t e r m i n a c i ó n d e l g r a d o c r í t i c o d e l a s e s t r u c t u r a s a n t e r i o r e s n o e s
n e c e s a r i o r e c u r r i r a l a e x p r e s i ó n k = r - E , s i e n d o r = r a n g o ( I ) = r a n g o ( I , ! ) ,
E n e f e c t o , e l g r a d o c r í t i c o c o i n c i d e c o n e l n ú m e r o d e m o v i m i e n t o s infinitesima~
l e s d e s ó l i d o r í g i d o , l i n e a l m e n t e i n d e p e n d i e n t e s , q u e p u e d e n p r o d u c i r s e e n l a e s
t r u c t u r a . E n a m b o s e j e m p l o s a n t e r i o r e s d i c h o g r a d o e s i g u a l a u n o .
2 . 3 . 5 . E s t r u c t u r a s i n e s t a b l e s o m e c a n i s m o s
A u n q u e e s t e t i p o d e e s t r u c t u r a s y a h a s i d o m e n c i o n a d o a n t e r i o r m e n t e , s e a n a
l i z a n e n e s t e a p a r t a d o c o n m a y o r p r o f u n d i d a d , e s t u d i a n d o a s i m i s m o l a s c o n d i c i o -
n e s q u e c u m p l e n d e s d e u n p u n t o d e v i s t a m a t e m a t i c o .
U n a e s t r u c t u r a e s i n e s t a b l e ( o m e c a n i s m o ) s i p r e s e n t a u n a d e l a s d o s propi~
d a d e s s i g u i e n t e s :
a ) L a e s t r u c t u r a a d m i t e g r a n d e s m o v i m i e n t o s s i n d e f o r m a r s e .
b ) E x i s t e n c o n j u n t o s d e a c c I o n e s e x t e r i o r e s q u e n o p u e d e n s e r e q u i l i b r a d o s m e -
d i a n t e e s f u e r z o s e n l a s b a r r a s , y a s e a c o n l a g e o m e t r í a i n i c i a l d e l a e s t r u c
t u r a , y a c o n l a f i n a l .
U n m e c a n i s m o s e p r o d u c e c u a n d o e l n ú m e r o d e e c u a c i o n e s d e e q u i l i b r i o d e l a
e s t r u c t u r a e s s u p e r i o r a l d e i n c ó g n i t a s d i s p o n i b l e s , e s d e c i r :
E > l ,
o b i e n
B < 2 N - C
5 3 .




N : : 3 8~2N-C
C = . 3
B : l ' f l
e ) . . , - = . . 1 0 B,-2~- C .
C = . 2
F I G U R A 2 . 1 4 . - E j e m p l o h d e me~anihmoh.
C o n v i e n e s e ñ a l a r q u e e x i s t e n m e c a n i s m o s p a r a l o s q u e s e v e r i f i c a E : : ; 1 Y e n
l o s q u e p a r a c i e r t o s c o n j u n t o s d e f u e r z a s n o e x i s t e s o l u c i ó n d e l s i s t e m a ( 2 . 3 ) ,
m i e n t r a s q u e p a r a l o s r e s t a n t e s s i s t e m a s d e f u e r z a s l a e s t r u c t u r a e s h i p e r e s t a -
t i c a o i s o s t a t i c a , e s d e c i r :
P a r a a l g u n o s v e c t o r e s P : r a n g o ( I ) ~ r a n g o (I,~).
P a r a l o s r e s t a n t e s
P : r a n g o ( I ) = r a n g o ( I , ~)
r , y r
E .
B : J 2 }
N : . e r ' 8 : : 2 J J - C .
C : : : G
M e c a n i s m o s d e e s t e t i p o s e m u e s t r a n e n l a f i g u r a 2 . 1 5 .
S e c o m p r u e b a q u e l a c o n d i c i ó n B < 2 N - C e s s u f i c i e n t e , p e r o n o n e c e s a r i a ,
p a r a c a r a c t e r i z a r a u n m e c a n i s m o .
2 . 3 . 6 . R e s u m e n
A c o n t i n u a c i ó n s e r e s u m e n l o s r e s u l t a d o s d e l o s a p a r t a d o s a n t e r i o r e s :
5 4 .
A . - M e c a n i s m o s
a ) A d m i t e n g r a n d e s m o v i m i e n t o s s i n d e f o r m a c i o n .
b ) E x i s t e n c o n j u n t o s d e c a r g a s p a r a l o s q u e n o e s p o s i b l e h a l l a r u n s i s t e m a d e
e s f u e r z o s e n l a s b a r r a s e n e q u i l i b r i o c o n a q u e l l o s , n i s i q u i e r a e n l a p o s i -
c i o n d e f o r m a d a d e l a e s t r u c t u r a .
c ) S e c u m p l e n l a s s i g u i e n t e s r e l a c i o n e s : E > 1 , e s d e c i r : B < 2 N - C o b i e n :
E~I o e q u i v a l e n t e m e n t e B~2N-C, p e r o e n e s t e c a s o s e v e r i f i c a a d e m a s , p a r a
u n c o n j u n t o d e c a r g a s f , l a s i g u i e n t e d e s i g u a l d a d :
r a n g o ( F ) i : r a n g o ( ! , f ) .
P a r a o t r a s c a r g a s ~,se c u m p l e :
r a n g o ( F )
B . - E s t r u c t u r a s
E .
a ) N o a d m i t e n g r a n d e s m o v i m i e n t o s s i n d e f o r m a c i o n .
b ) E x i s t e , p a r a c a d a c o n j u n t o d e c a r g a s , a l m e n o s u n s i s t e m a d e e s f u e r z o s q u e
l a s e q u i l i b r a e n l a p o s i c i o n d e f o r m a d a .
c ) S e v e r i f i c a n l a s r e l a c i o n e s s i g u i e n t e s :
E~I, Y p a r a t o d o c o n j u n t o d e c a r g a s d e f i n i d o e n P s e c u m p l e u n a d e l a s d o s
p o s i b i l i d a d e s a l t e r n a t i v a s :
- S i r a n g o ( F ) E , e n t o n c e s p a r a t o d o P s e c u m p l e :
r a n g o ( ! )
- S i r a n g o c ' E : ) < E , e n t o n c e s e x i s t e n c a r g a s ~ q u e s a t i s f a c e n :
r a n g o ( ! )
r a n g o ( ! , , ! )
L a s e s t r u c t u r a s , a s u v e z , s e p u e d e n c l a s i f i c a r e n l o s d o s g r u p o s s i g u i e n t e s :
5 5 .
B.l.~ E s t r u c t u r a s c r í t i c a s
a ) A d m i t e n p e q u e ñ o s m o v i m i e n t o s S l n d e f o r m a c i o n .
b ) E x i s t e n c o n j u n t o s d e c a r g a s q u e n o s e e q u i l i b r a n c o n u n s i s t e m a d e e s f u e r z o s
d e n t r o d e l a t e o r í a l i n e a l ( p e q u e ñ o s m o v i m i e n t o s ) .
c ) S e v e r i f i c a :
E f I Y r a n g o ( E )
p l e n :
E , o b i e n , e x i s t e n a l g u n o s c o n j u n t o s d e c a r g a s P q u e c u m -
r a n g o ( F ) = r a n g o ( K , f )
E l g r a d o c r í t i c o d e u n a e s t r u c t u r a e s :
k E - r a n g o ( F )
B . 2 . - E s t r u c t u r a s n o r m a l e s
a ) N o a d m i t e n m o v i m i e n t o s s i n d e f o r m a c i 6 n .
b ) P a r a c a d a c o n j u n t o d e c a r g a s e x i s t e u n s i s t e m a d e e s f u e r z o s q u e l o e q u i l i b r a ,
d e n t r o d e l a t e o r í a l i n e a l ( p e q u e ñ o s m o v i m i e n t o s ) .
c ) S e v e r i f i c a :
E~I Y r a n g o ( ! . )
c u m p l e :
E , o e q u i v a l e n t e m e n t e , p a r a t o d o c o n j u n t o d e c a r g a s P s e
r a n g o ( K )
r a n g o ( K , f )
E
D e s d e u n p u n t o d e v i s t a d e c a l c u l o , l a s e s t r u c t u r a s n o r m a l e s s e d i v i d e n , a
s u v e z , e n i s o s t a t i c a s e h i p e r e s t a t i c a s
( * )
( * ) D e s d e u n p u n t o d e v i s t a t e o r i c o e s p o s i b l e c o n s i d e r a r u n a d i v i s i o n a n a l o g a
d e l a s e s t r u c t u r a s c r í t i c a s e n i s o s t a t i c a s e h i p e r e s t a t i c a s , p e r o s u i n t e -
r e s e n e l c a l c u l o d e e s t r u c t u r a s c i v i l e s e s l i m i t a d o , p o r l o q u e n o s e i n -
c l u y e a q u í , s i E n d o s u f i c i e n t e s l o s c o n c e p t o s e x p u e s t o s e n l o s a p a r t a d o s
2 . 3 . 3 y 2 . 3 . 4 .
5 6 .
B . 2 . 1 . - I s o s t a t i c a s
a ) C u a l q u i e r c o n j u n t o d e d e f o r m a c i o n e s e s c o m p a t i b l e .
b ) L a s e c u a c i o n e s d e l a e s t a t i c a F . X
! p e r m i t e n d e t e r m i n a r t o d o s l o s e s f u e r z o s .
c ) S e v e r i f i c a E
f a c e :
I , e s d e c i r B 2 N - C , y p a r a t o d o c o n j u n t o d e c a r g a s s e s a t i s
r a n g o (~)
B . 2 . 2 . - H i p e r e s t a t i c a s
E
a ) E x i s t e n c o n j u n t o s d e d e f o r m a c i o n e s n o c o m p a t i b l e s .
b ) L a s e c u a c i o n e s d e l a e s t a t i c a F . X = P n o p e r m i t e n d e t e r m i n a r u n í v o c a m e n t e t o
d o s l o s e s f u e r z o s , s i e n d o p r e c i s o i n t r o d u c i r l a s c o n d i c i o n e s d e c o m p a t i b i l i -
d a d .
c ) S e v e r i f i c a E < I , e s d e c i r , B > 2 N - C , y p a r a t o d o c o n j u n t o d e c a r g a s s e c u m
p I e :
r a n g o (~)
E
E l g r a d o d e h i p e r e s t a t i s m o e s a = I - E .
2 . 4 . E S T R U C T U R A S E S P A C I A L E S
E n e l c a s o d e c e l o s í a s e s p a c i a l e s e l n ú m e r o d e i n c o g n i t a s p o r c a d a b a r r a e s
d e s e i s y c o r r e s p o n d e n a l a s r e a c c i o n e s e n s u s n u d o s e x t r e m o s ( f i g u r a 2 . 1 6 ) .
F I G U R A Z . 7 6 . - In~óg~~ e n u n e l e m e n t o d e ~~to~~a ~paeiaf.
5 7 .
A d e m a s , y a l i g u a l q u e e n e l c a s o d e c e l o s í a s p l a n a s , e x i s t e u n n ú m e r o a d i -
c i o n a l C d e i n c o g n i t a s q u e c o r r e s p o n d e n a l a s c o a c c i o n e s e n l o s a p o y o s . P o r l o
t a n t o , e l n ú m e r o t o t a l d e i n c 6 g n i t a s e s :
1 6 B + C
s i e n d o B e l n ú m e r o d e b a r r a s d e l a c e l o s í a .
L a s e c u a c i o n e s d i s p o n i b l e s s o n :
- E q u i l i b r i o d e c a d a b a r r a : I F = I F I F = I M I M = 0 , e s d e c i r , e q u i -
x y z y z
l i b r i o d e f u e r z a s s e g ú n l o s t r e s e j e s c o o r d e n a d o s y e q u i l i b r i o d e m o m e n t o s
s e g ú n l o s e j e s Y y Z . C o n v i e n e s e ñ a l a r q u e l a e c u a c i 6 n I M = 0 s e s a t i s f a c e
x
( * )
i d é n t i c a m e n t e




L F = 0 ,
z
y a q u e l a s e c u a c i o n e s d e e q u i l i b r i o d e m o m e n t o s e n e l n u d o s o n i d e n t i d a d e s ,
a l c o n s t i t u i r l o s n u d o s a r t i c u l a c i o n e s p e r f e c t a s .
A s í p u e s , e l n ú m e r o t o t a l d e e c u a c i o n e s e s :
E = S B + 3 N
s i N e s e l n ú m e r o d e n u d o s d e l a e s t r u c t u r a .
A h o r a , l a c o n d i c i 6 n n e c e s a r i a ( a u n q u e n o s u f i c i e n t e ) p a r a q u e l a e s t r u c t u r a
n o s e a i n e s t a b l e s e c o n v i e r t e e n :
B ~ 3 N - C
E l r e s t o d e l a d i s c u s i 6 n , c o r r e s p o n d i e n t e a l a s c l a s i f i c a c i o n e s d e e s t a s e s
t r u c t u r a s ( c r í t i c a s , i s o s t a t i c a s , e t c . ) e s s i m i l a r a l a d e s a r r o l l a d a e n l o s a p a r
t a d o s a n t e r i o r e s p a r a c e l o s í a s p l a n a s .
( * ) E l e j e x c o r r e s p o n d e a l a r e c t a q u e u n e l o s n u d o s e x t r e m o s d e l a b a r r a .
F I G U R A 2 . 1 7 . - Eje~~~o 2 . 1 0
s







2 . 5 . E J E R C I C I O S P R O P U E S T O S . E N U N C I A D O S
E j e r c i c i o 2 . 1 .
A n a l i z a r l a e s t r u c t u r a a r t i c u l a d a r e p r e s e n t a d a e n l a f i g u r a 2 . 1 7 , e n f u n c i o n
d e l v a l o r d e l a n g u l o a .
E j e r c i c i o 2 . 2 .
C a l c u l a r l o s e s f u e r z o s e n l a s b a r r a s d e l a e s t r u c t u r a r e p r e s e n t a d a e n l a f i -
g u r a 2 . 1 8 , s u p u e s t o q u e p a r a t o d a s e l l a s s e v e r i f i c a :
L K
E r l =
E j e r c i c i o 2 . 3 .
C l a s i f i c a r l a s e s t r u c t u r a s a r t i c u l a d a s s i g u i e n t e s ( f i g u r a 2 . 1 9 ) .
e )
F
( t - - - - - - - o _ + _
F I G U R A 2 . 1 9 . - Ej~c{c{o 2 . 3 .
E j e r c i c i o 2 . 4 .
E s c r i b i r l a s m a t r i c e s ~ y ~ d e l t e x t o , c o r r e s p o n d i e n t e s a l a e s t r u c t u r a d e
l a


























F I G U R A
2 . 2 0 . -
E j e / L c { u o 2 . 4 .
6 0 .
E j e r c i c i o 2 . 5 .
C a l c u l a r l a s s i g u i e n t e s e s t r u c t u r a s c r í t i c a s ( f i g u r a 2 . 2 1 ) .
: W - - - - -. . .-~oi
A = B O A l
G
E ~ 2 ) 1 . 1 0 K f / c m
2
F I G U R A 2 . 2 1 . - Eje~ei~o 2 . 5 .
E j e r c i c i o 2 . 6 .
C l a s i f i c a r l a s e s t r u c t u r a s r e p r e s e n t a d a s e n l a f i g u r a 2 . 2 2 .
~)
F I G U R A 2 . 2 2 . - Ej~~~o 2 . 6 .
6 1 .
E j e r c i c i o 2 . 7 .
C o m p r o b a r q u e e n u n a e s t r u c t u r a c r í t i c a d e g é n e r o k e x i s t e n k e s t a d o s d e e s
f u e r z o s l i n e a l m e n t e i n d e p e n d i e n t e s q u e e s t a n e n a u t o e q u i l i b r i o , e s d e c i r , l a s
f u e r z a s e x t e r i o r e s s o b r e l a e s t r u c t u r a s o n n u l a s . S i g n i f i c a d o m a t e m a t i c o .
2 . 6 . E J E R C I C I C S P R O P U E S T O S . S O L U C I O N E S
E j e r c i c i o 2 . 1 .
B
9 ; N = 6 ; C = 3 ;
p o r l o t a n t o : B = 2 N - C
A s í p u e s , s e t r a t a d e u n a e s t r u c t u r a i s o s t a t i c a , q u e p u e d e s e r c r í t i c a p a r a
c í e r t o s v a l o r e s d e l a n g u l o a .
S i s e p l a n t e a n e n c a d a n u d o l a s d o s e c u a c i o n e s d e e q u i l i b r i o ( d e f u e r z a s h o
r i z o n t a l e s y v e r t i c a l e s ) , s e o b t i e n e e l s i s t e m a f i n a l d e e c u a c i o n e s :
F X = P
s i e n d o F u~a m a t r i z c u a d r a d a d e 1 2 x 1 2 .
E l d e t e r m i n a n t e d e d i c h a m a t r i z e s :
I r
: ¡ i 3 { 2 ( ' T í + Q ) ( + Q ) + 3 ( Q ) }
= : 2 s e n 3 ~-a s e n a ~ s e n ~-a
e n d o n d e a y S e s t a n r e l a c i o n a d o s g e o m é t r i c a m e n t e , s e g ú n s e m u e s t r a e n l a f i g u
r a 2 . 1 7 .
S i a = ~ y S
6
e s c r í t i c a .
0 , s e o b t i e n e I r l = O ; e l ~rango d e F e s 1 1 y l a e s t r u c t u r a
E n e s e c a s o e l s i s t e m a d e e s f u e r z o s e n a u t o e q u i l i b r i o e s i d é n t i c o a l q u e s e
i n d i c a e n l a f i g u r a 2 . 1 3 - c y e l m o v i m i e n t o i n f i n i t e s i m a l d e s o l i d o r í g i d o q u e
s e p u e d e i n t r o d u c i r e n l a e s t r u c t u r a s i n p r o d u c i r d e f o r m a c i o n e s e n l a s b a r r a s
q u e d a r e f l e j a d o e n l a f i g u r a 2 . 1 3 - b .
6 2 .
t~
e l . )
E j e r c i c i o 2 . 2 .
F I G U R A 2 . 2 3 . - E j e n c i c i o 2 . 2 . S o l u c i ó n .
S e c o n s i d e r a n l a s s u b e s t r u c t u r a s r e p r e s e n t a d a s e n l a s f i g u r a s 2 . 1 9 - a , b y c .
r e s p e c t i v a m e n t e .
E l e q u i l i b r i o d e l a b a r r a 1 - 2 c o n d u c e a l a s i g u a l d a d e s :
y e l e q u i l i b r i o d e l o s n u d o s 2 y l e n l a s s u b e s t r u c t u r a s a ) y b ) , r e s p e c t i v a m e n -
t e , o b l i g a a q u e s e v e r i f i q u e :







Y 2 = N - P
E l c a l c u l o d e l o s m o v i m i e n t o s d e l o s n u d o s l y 2 e~structuras a y b ) p r o -




" T " s e n a
w
I
= 4 " 2 X l E r ¿
c o s a
P o r l o t a n t o :
l
: V 2 = 4 "
2
2 + s e n a
e X
\ L
2 l + Y 2 ) E r ¿
c o s a
q u e d e b e s e r i g u a l a l a c o r t a m i e n t o d e l a b a r r a 1 - 2 ( f i g u r a 2 . 1 9 - c ) , e s d e c i r :
14
2
2 + s e n a ( X + y ) 1 : - = - N 1 : -
2 1 2 E~ E~
e o s a
6 3 .
o s e a :
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C A P I T U L O 3 . - E S T R U C T U R A S A R T I C U L A D A S r S O S T A T I C A S . DETERMINACrO~~ D E
E S F U E R Z O S
3 . 1 . I N T R O D U C C I O N
P o r l a p r o p i a d e f i n i c i o n d e i s o s t a t i s m o , l o s e s f u e r z o s e n l a s b a r r a s
d e u n a e s t r u c t u r a i s o s t á t i c a p u e d e n s e r o b t e n i d o s m e d i a n t e l a u t i l i z a c i o n
ú n i c a m e n t e d e l a s e c u a c i o n e s d e e q u i l i b r i o . N o e s n e c e s a r i o , p o r l o t a n t o ,
r e c u r r i r n i a l a s e c u a c i o n e s c o n s t i t u t i v a s d e c a d a b a r r a n i a l a s d e c o m -
p a t i b i l i d a d .
D e u n m o d o p a r a l e l o , s i s e c o n o c e n l a s d e f o r m a c i o n e s d e l a s b a r r a s d e
l a e s t r u c t u r a , e s p o s i b l e o b t e n e r l o s m o v i m i e n t o s d e t o d o s s u s n u d o s m e -
d i a n t e l a s e c u a c i o n e s d e c o m p a t i b i l i d a d s i n n e c e s i d a d d e r e c u r r i r a l a s d e
e q u i l i b r i o , t a l c o m o s e v e r á e n u n c a p í t u l o p o s t e r i o r .
P o r o t r a p a r t e , e l s i s t e m a d e e s f u e r z o s q u e e q u i l i b r a n a u n c o n j u n t o
a r b i t r a r i o d e a c c i o n e s e s ú n i c o . E s t o i m p l i c a q u e s i e s t a s a c c i o n e s s o n
f u e r z a s e x t e r i o r e s n u l a s y s o l o e x i s t e n d e f o r m a c i o n e s i n i c i a l e s i m p u e s t a s
e n l a e s t r u c t u r a , e s t a s e m u e v e ( s u s n u d o s s e d e s p l a z a n ) , p e r o n o a p a r e -
c e n e s f u e r z o s e n l a s b a r r a s .
P o r l o t a n t o , e s p o s i b l e c a l c u l a r l o s e s f u e r z o s d e u n a e s t r u c t u r a a r -
t i c u l a d a i s o s t á t i c a m e d i a n t e e l s i s t e m a d e e c u a c i o n e s d e e q u i l i b r i o :
F
x P
( 3 . 1 )
t a l c o m o s e i l u s t r a c o n e l s i g u i e n t e e j e m p l o .
j em~lo 3 . 1 . , - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
D e t e r m i n a r a n a l í t i c a m e n t e l a s r e a c c i o n e s y l o s e s f u e r z o s e n t o d a s l a s
b a r r a s d e l a e s t r u c t u r a a r t i c u l a d a i s o s t a t i c a r e p r e s e n t a d a e n l a f i g u r a




F i g . 3 . 1 . E j e m p l o 3 . 1 .
S O L U C I O N :
L a s r e a c c i o n e s d e l o s n u d o s s o b r e l a s b a r r a s p u e d e n r e d u c i r s e e n e s -
t e c a s o ( a l n o e x i s t i r c a r g a s a p l i c a d a s s o b r e e l l a s ) a u n a ú n i c a , q u e r e -
p r e s e n t a e l e s f u e r z o . S e d e f i n e m e d i a n t e N . e s t e e s f u e r z o e n l a b a r r a i
1 -
( t r a c c i o n e s p o s i t i v a s ) . X . e Y . i n d i c a n , r e s p e c t i v a m e n t e , l a s r e a c c i o n e s
1 - 1 -
d e a p o y o h o r i z o n t a l y v e r t i c a l e n e l n u d o i , a d o p t á n d o s e c o m o s e n t i d o s
p o s i t i v o s d e i z q u i e r d a a d e r e c h a p a r a l a s r e a c c i o n e s h o r i z o n t a l e s y d e
a b a j o a r r i b a p a r a l a s v e r t i c a l e s .
S i s e p l a n t e a n l a s e c u a c i o n e s d e e q u i l i b r i o e n c a d a n u d o , s e o b t i e n e :
- E q u i l i b r i o d e l n u d o 1 :
' 1 / 2 + N + x
2 2 1




- N 1 2 + N . ¡ : ; = - F
1 2 3 2
N 1 2 +
N
4 ' 2 =
1 2 3 2















L a s e c u a c i o n e s a n t e r i o r e s s e p u e d e n e x p r e s a r e n f o r m a m a t r i c i a l c o m o















































q u e e s , p a r a e s t e c a s o p a r t i c u l a r ,
e l s i s t e m a
( 3 . 1 ) .
U n a v e z r e s u e l t o e l
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E n l a p r a c t i c a , S l n e m b a r g o ,
s e s u e l e r e s o l v e r e l s i s t e m a d e e c u a c i o
n e s l i n e a l e s ( 3 . 1 ) m e d i a n t e a r t i f i c i o s n u m é r i c o s o g r a f i c o s - q u e t i e n e n
e n c u e n t a l a f o r m a d e l a e s t r u c t u r a - , a f i n d e s i m p l i f i c a r l a o b t e n c i 6 n
d e l o s e s f u e r z o s .
E n l o s a p a r t a d o s s i g u i e n t e s s e e x p o n e n a l g u n a s d e e s t a s t é c n i c a s d e
c a l c u l o c o n v e n c i o n a l d e e s t r u c t u r a s a r t i c u l a d a s i s o s t á t i c a s .
3 . 2 . M E T O D O G R A F I C O D E C R E M O N A
E s t e m é t o d o s e d e b e a L . C r e m o n a , p r o f e s o r d e l I n s t i t u t o P o l i t é c n i c o
d e M i l á n , y f u e p u b l i c a d o e n 1 8 7 2 e n s u f a m o s o l i b r o " L e f i g u r e r e c i p r o -
c h e n e l l a s t a t i c a g r a f i c a " .
6 7 .
E l m e t o d o p e r m i t e o b L e n e r g r a f i c a m e n t e , d e u n m o d o s e n c i l l o y auto~
m a t i c o , l o s e s f u e r z o s e n l a s b a r r a s d e u n a e s t r u c t u r a a r t i c u l a d a i s o s t a -
t i c a c o n c a r g a s a c t u a n d o ú n i c a m e n t e e n s u s n u d o s . S u a p l i c a c i ó n m a s s i m -
p l e t i e n e l u g a r e n u n d e t e r m i n a d o t i p o d e e s t r u c t u r a s , d e f r e c u e n t e u t i -
l i z a c i ó n p r a c t i c a , d e n o m i n a d a s c a n ó n i c a s . - U n a c e l o s í a f o r m a d a p o r t r i a n -
g u l o s a d o s a d o s u n o a c o n t i n u a c i ó n d e l o t r o , d e t a l f o r m a q u e u n l a d o e s
c o m ú n , a l o s u m o , a d o s t r i a n g u l o s y , a s i m i s m o , c a d a t r i a n g u l o e s a d y a -
c e n t e , a l o s u m o , a o t r o s d o s , s e c o n o c e c o n e l n o m b r e d e c a n ó n i c a ( f i g .
3 . 2 . ) - ,
F i g . 3 , 2 . E . ó : t J r . u . c . : t L V w . J . J a . J 1 . . t . , [ c . u 1 . a d c u c . a n ó v U . c . c u t j n o c . a n ó v U . c . c u .
E l p r o c e d i m i e n t o d e c a l c u l o e x i g e c o n o c e r p r e v i a m e n t e t o d a s l a s f u e r
z a s a c t u a n t e s ; e n p a r t i c u l a r , l a s r e a c c i o n e s . P u e s t o q u e l a e s t r u c t u r a e s
i s o s t á t i c a , e s t a s p u e d e n o b t e n e r s e m e d i a n t e l a s e o u a c i o n e s d e e q u i l i b r i o .
C o n c r e t a m e n t e , s i l a s u s t e n t a c i ó n e s i s o s t a t i c a ( 3 c o a c c i o n e s ) , s o n s u f i -
c i e n t e s l a s t r e s c o n d i c i o n e s d e e q u i l i b r i o g e n e r a l d e l a e s t r u c t u r a p l a n a :
d o s e c u a c i o n e s d e a n u l a c i ó n d e l a s f u e r z a s s e g ú n d o s d i r e c c i o n e s y o t r a
d e n u l i d a d d e m o m e n t o s r e s p e c t o a u n p u n t o a r b i t r a r i o . P o r o t r a p a r t e , s i
l a s u s t e n t a c i ó n e s h i p e r e s t a t i c a , e s p r e c i s o q u e i n t e r n a m e n t e l a e s t r u c t u
r a s e a u n m e c a n i s m o , a f i n d e q u e g l o b a l m e n t e s e a i s o s t a t i c a . E l l o p e r m i -
t e e l p l a n t e a m i e n t o d e e c u a c i o n e s d e e q u i l i b r i o a d i c i o n a l e s .
6 8 .
_ - - - - - E j e m p l o 3 .2.------------------------------~
E n l a f i g u r a 3 . 3 s e r e p r e s e n t a n d o s e s t r u c t u r a s i s o s t á t i c a s .
A
a ) S u s t e n " t a c i ó n
b ) S u s t e n t a c i ó n h i p e r e s t á t i c a .
F i g . 3 . 3 . V e . : t e . J r m i . n a c . J . . ó n . d e . 1 M / t e . a c . c . J . . o n u .
P a r a l a s i t u a c i ó n c o r r e s p o n d i e n t e a l a f i g u r a 3 . 3 - a l a s u s t e n t a c i ó n
e s i s o s t á t i c a . E n e s e c a s o , l a s e c u a c i o n e s d e e q u i l i b r i o q u e p e r m i t a n d~
t e r m i n a r l a s r e a c c i o n e s e n l o s a p o y o s s o n l a s s i g u i e n t e s , r e f e r i d a s a l o s
e j e s ( x , y ) d e l a f i g u r a :
- E q u i l i b r i o d e f u e r z a s h o r i z o n t a l e s :
l : F = O
x
- E q u i l i b r i o
d e
f u e r z a s v e r t i c a l e s l : F =
O
Y
- E q u i l i b r i o
d e m o m e n t o s r e s p e c t o
a
u n p u n t o
a r b i t r a r i o L : M
O
E n e l s e g u n d o c a s o ( f i g . 3 . 3 - b ) l a s u s t e n t a c i ó n e s h i p e r e s t á t i c a ( c u a
t r o r e a c c i o n e s i n c ó g n i t a s ) , p e r o i n t e r n a m e n t e l a e s t r u c t u r a e s u n m e c a n i s -
m o , l o q u e p r o p o r c i o n a l a e c u a c i ó n d e e q u i l i b r i o a d i c i o n a l . R e s u l t a n , p u e s .
l a s
s i g u i e n t e s c o n d i c i o n e s :








- E q u i l i b r i o g e n e r a l d e m o m e n t o s
¿ : M
= O
_ _ E q u i l i b r i o
d e m o m e n t o s , r e s p e c t o
a
l a
a r t i c u l a c i ó n A , d e
l a s
f u e r z a s
d o r s a l e s
o




L a s c u a t r o e c u a c i o n e s d e e q u i l i b r i o a n t e r i o r e s p e r m i t e n o b t e n e r e l v a
l a r d e l a s c u a t r o i n c ó g n i t a s H
i
• V i C i = 1 , 2 ) .
6 9 .
E x i s t e l a p o s i b i l i d a d d e d e t e r m i n a r l a s r e a c c i o n e s m e d i a n t e p r o c e d i -
m i e n t o s d e e s t á t i c a g r á f i c a ( u t i l i z a c i ó n d e p o l í g o n o s d e f u e r z a s y f u n i c u
l a r e s ) ? s i b i e n , e n l a a c t u a l i d a d , c o n l a s p o s i b i l i d a d e s d e c á l c u l o e x i s -
t e n t e s , n o s u e l e n s e r u t i l i z a d o s c o n f r e c u e n c i a .
C o m o s e h a s u p u e s t o q u e l a s c a r g a s s o b r e l a e s t r u c t u r a a c t ú a n ú n i c a -
m e n t e e n l o s n u d o s , e s p o s i b l e r e d u c i r e l n ú m e r o d e a c c i o n e s s o b r e e x t r e -
m o s d e b a r r a , d e c u a t r o , e n l a s i t u a c i o n g e n e r a l , a u n a , q u e t i e n e e l s i g n i .
f i c a d o d e u n a x i l d e v a l o r c o n s t a n t e a l o l a r g o d e a q u e l l a . E n e f e c t o , d e
l a s e c u a c i o n e s d e e q u i l i b r i o d e u n a b a r r a ( f i g . 3 . 4 ) , s e d e d u c e :
L
~ ' r X ' : z
o -ClO~
t~ t~
a ) A c c i o n e s s o b r e u n a b a r r a
d e s c a r g a d a .
F i g . 3 . 4 . Equilib~o d e b~.





















s i e n d o N e l v a l o r c o n s t a n t e d e l a t r a c c i ó n a q u e s e e n c u e n t r a s o m e t i d a l a
b a r r a .
U n a v e z c a l c u l a d a s l a s r e a c c i o n e s e n l o s a p o y o s d e l a e s t r u c t u r a , b i e n
a n a l í t i c a m e n t e , b i e n m e d i a n t e p r o c e d i m i e n t o s g r á f i c o s , e n l a a p l i c a c i ó n d e l
m e t o d o d e C r e m o n a s e s i g u e n l o s p a s o s q u e a c o n t i n u a c i ó n s e i n d i c a n :
1 ) S e n u m e r a n l o s n u d o s d e l a e s t r u c t u r a ( a p o y o s i n c l u i d o s ) , c o m e n z a n
d o p o r u n o e n e l q u e s o l o c o n c u r r a n d o s b a r r a s c u y o s e s f u e r z o s s e d e s c o n o -
c e n , s i g u i e n d o c o n o t r o , c o n e c t a d o c o n e l a n t e r i o r m e d i a n t e u n a b a r r a , q u e
c u m p l a l a m i s m a c o n d i c i o n , y a s í s u c e s i v a m e n t e . S i l a e s t r u c t u r a e s c a n o n i
7 0 .
c a , d i c h a n u m e r a c i ó n p o d r á r e a l i z a r s e d e f o r m a c o r r e l a t i v a a p a r t i r d e l pr~
m e r n u d o n u m e r a d o . E s t a s i t u a c i ó n p u e d e n o s e r p o s i b l e s i l a e s t r u c t u r a e s
n o c a n ó n i c a ( f i g . 3 . 5 . ) .
2 4 6 8
l " ! " f \ t ' x
a ) E s t r u c t u r a c a n ó n i c a .
b ) E s t r u c t u r a n o c a n ó n i c a .
F~g. 3 . 5 . N u m e n a e i ó n d e nudo~. M é t o d o d e C h 0 m O n a .
2 ) L a s f u e r z a s q u e a c t ú a n e n l o s n u d o s d e l a e s t r u c t u r a h a n d e s i t u a r -
s e e x t e r n a m e n t e a l a m i s m a , m e d i a n t e l a t r a s l a c i ó n c o r r e s p o n d i e n t e , t a l c o -
m o s e m u e s t r a e n l a f i g u r a 3 . 6 .
l f >
F~g. 3 . 6 . M é t o d o d e C h 0 m O n a . T h M i a e i ó n d e . f . . a . . ó C . M g a . . 6 ~obhe nudo~.
3 ) S e e s t a b l e c e e l e q u i l i b r i o , d e u n m o d o o r d e n a d o , d e l o s n u d o s d e
l a e s t r u c t u r a , p a r a l o c u a l , e n p r i m e r l u g a r , s e e l i g e e n t o d o s e l l o s u n
s e n t i d o ú n i c o d e g i r o ; p o r e j e m p l o , a n t i h o r a r i o .
A c o n t i n u a c i ó n , s i g u i e n d o l a n u m e r a c i ó n d e n u d o s a n t e r i o r m e n t e m e n c i o -
n a d a , s e c o m i e n z a p o r e l p r i m e r o d e e l l o s , d e t e r m i n á n d o s e l a r e s u l t a n t e d e
t o d a s l a s f u e r z a s c o n o c i d a s q u e a c t ú a n s o b r e é l , p a r a l o c u a l s e s u m a n v e c -
t o r i a l i l l e n t e , d i b u j a n d o u n a a c o n t i n u a c i ó n d e o t r a , d e a c u e r d o c o n e l s e n t i -
d o d e g í r o a d o p t a d o , d e j a n d o e n ú l t i m o l u g a r l a s d o s b a r r a s i n c ó g n i t a s .
7 1 .
L a r e s u l t a n t e á s í o b t e n i d a s e d e s c o m p o n e s e g ú n l a s d i r e c c i o n e s d e l a s
d o s b a r r a s c u y o s e s f u e r z o s s e desconocen~ d e t a l m o d o q u e p o r e l e x t r e m o
d e l a r e s u l t a n t e s e t r a z a u n a p a r a l e l a a l a d i r e c c i ó n d e l a p r i m e r a b a r r a
q u e s e e n c u e n t r a a l s e g u i r e l s e n t i d o d e g i r o elegido~ y p o r e l o r i g e n u n a
p a r a l e l a a l a d i r e c c i ó n d e l a s e g u n d ? b a r r a . L a d e s c o m p o s i c i ó n ( n o e q u i l i -
b r i o ) d e l a f u e r z a r e s u l t a n t e s e e f e c t ú a d e f o r m a i n m e d i a t a e n a m b a s d i r e c
c i o n e s .
A l h a b e r s e p l a n t e a d o u n a e q u i v a l e n c i a e s t a t i c a y n o equilibrio~ l a s d o s
f u e r z a s d e e s t e m o d o d e d u c i d a s c o r r e s p o n d e n a l a s a c c i o n e s d e l n u d o s o b r e c a
d a u n a d e l a s b a r r a s c u y o s e s f u e r z o s s e desconocían~ y que~ p o r brevedad~ s e
d e n o m i n a r a n b a r r a s i n c ó g n i t a s .
C a d a u n a d e e s t a s f u e r z a s p u e d e u t i l i z a r s e d i r e c t a m e n t e ( s i n - i n v e r t i r
s u s e n t i d o ) , p o r l o t a n t o , c o m o u n a f u e r z a e x t e r i o r e n e l a n a l i s i s e s t a t i c o
d e l n u d o síguiente~ u n i d o a l q u e s e e s t u d i a p o r u n a b a r r a i n c ó g n i t a ( f i g . 3 . 7 )
~~~j
a ) N u d o d e l a e s t r u c t u r a . b ) D e s c o m p o s i c i ó n .
F i g . 3 . 7 . M U o d o d e C l L e m O l 1 a . E - ó : t W c . a e l 1 e l l 1 u . d o .
7 2 .
4 ) E l p r o c e s o e f e c t u a d o p a r a e l n u d o 1 s e r e p i t e s u c e s i v a m e n t e p a r a
l o s s i g u i e n t e s ( Z , 3 , . . . , N ) , h a s t a f i n a l i z a r t o d o s l o s n u d o s d e l a e s t r u c
t u r a .
C o n v i e n e s e ñ a l a r q u e , p o r l a f o r m a d e n u m e r a c i ó n d e l a e s t r u c t u r a c a
n ó n i c a , e s t e p r o c e s o s i e m p r e e s f a c t i b l e , y a q u e e n c a d a n u d o e x i s t e n , a
l o s u m o , d o s b a r r a s i n c ó g n i t a s , l o q u e p e r m i t e l a d e s c o m p o s i c i ó n e s t á t i c a
d e l a r e s u l t a n t e d e l a s f u e r z a s q u e a c t ú a n e n é l .
L a c o n s i d e r a c i ó n d e e q u i v a l e n c i a , e n l u g a r d e e q u i l i b r i o d e f u e r z a s e n
e l n u d o , p e r m i t e u t i l i z a r l o s e s f u e r z o s e n l a s b a r r a s , y a c a l c u l a d o s , c o m o
a c c i o n e s e x t e r i o r e s e n l o s n u d o s s u b s i g u i e n t e s , e n l o s q u e i n t e r v i e n e n , p o r
l o t a n t o , d e f o r m a d i r e c t a e n e l a n á l i s i s e s t á t i c o .
S e c o m p r u e b a , p o r c o n s i g u i e n t e , q u e s i s e p r o c e d e d e u n m o d o o r d e n a d o ,
t a l c o m o s e a c a b a d e d e s c r i b i r , n o e s p r e c i s o r e p e t i r e l d i b u j o d e n i n g u n a
f u e r z a , l o c u a l s i m p l i f i c a n o t a b l e m e n t e l a c o n s t r u c c i ó n d e l d i a g r a m a d e Cr~
m o n a . P o r e l c o n t r a r i o , e n e s t r u c t u r a s n o c a n ó n i c a s ( f i g . 3 . 5 - b ) , e s t a v e n -
t a j a e n e l d i b u j o n o p u e d e s e r a s e g u r a d a .
5 ) S i s e c o n s i d e r a n p o s i t i v o s l o s e s f u e r z o s d e t r a c c i ó n y n e g a t i v a s
l a s c o m p r e s i o n e s , s e p u e d e e s t a b l e c e r l a s i g u i e n t e r e g l a : S i l a r e s u l t a n t e
a c t u a n d o e n u n n u d o i d e l a e s t r u c t u r a s e d e s c o m p o n e e n l a s d o s d i r e c c i o -
n e s i n c ó g n i t a s , y l a f u e r z a e q u i v a l e n t e e n l a d i r e c c i ó n d e l a b a r r a i - j ( j
e s e l o t r o n u d o d e l a b a r r a ) e s t a l q u e c o i n c i d e c o n e l s e n t i d o i - j , e l e s
f
d
. - d . - . ( * ) C ' b
u e r z o e s e c o m p r e s l o n , y e t r a c C l o n e n c a s o c o p t r a r l o . o n V l e n e o -
s e r v a r q u e s i e m p r e i < j , d e b i d o a l a n u m e r a c i ó n c o n s i d e r a d a e n l a e s t r u c t u -
r a .
N o r m a l m e n t e e s c o n v e n i e n t e d e s t a c a r l a s b a r r a s d e u n a e s t r u c t u r a q u e
s e e n c u e n t r a n c o m p r i m i d a s , b i e n w e d i a n t e d i f e r e n t e c o l o r ( r o j o ) , b i e n r e g r u e
s a n d o l a l í n e a . L a r a z ó n d e e s t a c o s t u m b r e r e s i d e e n e l h e c h o d e q u e d i c h a s
b a r r a s s o n s u c e p t i b l e s d e p a n d e a r , f e n o m e n o q u e l i m i t a m u c h a s v e c e s s u t e n -
s i ó n a d m i s i b l e d e t r a b a j o .
N O T A ( * ) : E s t a r e g l a s e d e d u c e i n m e d i a t a m e n t e s i s e o b s e r v a q u e l a f u e r z a d e
- - - - l a b a r r a i - j c o r r e s p o n d e a l a a c c i ó n d e l n u d o i s o b r e e l n u d o j .
7 3 .
E j e m p l o 3 . 3 .
C a l c u l a r 9 m e d i a n t e e l m e t o d o d e C r e m o n a , l o s e s f u e r z o s e n l a s b a r r a s
d e l a e s t r u c t u r a r e p r e s e n t a d a e n l a f i g u r a 3 . S - a .
S O L U C I O N :
P a r a h a l l a r l a s r e a c c i o n e s , s e t o r n a n
m o m e n t o s r e s p e c t o a l n u d o l .
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c ) C u a d r o d e e s f u e r z o s .
b ) C r e r n o n a .
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F " ¿ g . 3 . & . E j e m p l o d e t r . . e a . U z a u 6 n . d u m é t o d o g t r . . á M c . o d e C t r . . e m o n . a . -
E s p r e c i s o s e ñ a l a r q u e e n e l ú l t i m o n u d o d e u n a e s t r u c t u r a s o n c o n o -
c i d o s t o d o s l o s e s f u e r z o s e n l a s b a r r a s q u e e n e l c o n c u r r e n , a s í c o m o l a s
f u e r z a s a c t u a n t e s , p o r l o q u e d e b e p r o d u c i r s e e l e q u i l i b r i o ( c i e r r e d e l P E .
l í g o n o d e f u e r z a s ) . A v e c e s , d e b i d o a l o s e r r o r e s i n h e r e n t e s a l d i b u j o , e s
t e c i e r r e n o s e p r o d u c e , p e r o e l v e c t o r e r r o r p e r m i t e m e d i r l a a p r o x i m a -
c i 6 n a l c a n z a d a c o n e l m e t o d o .
@7 4 .
E n u n a c e l o s í a e x i s t e n , e n o c a s i o n e s , b a r r a s p a r a l a s q u e s e s a b e d e
a n t e m a n o q u e s u e s f u e r z o e s n u l o y p u e d e n , p o r l o t a n t o , s e r s u p r i m i d a s
e n e l c a l c u l o d e e s f u e r z o s , s i m p l i f i c a n d o e l m é t o d o g r a f i c o d e C r e m o n a .
E s t a s s i t u a c i o n e s o c u r r e n , p o r e j e m p l o , c u a n d o t r e s b a r r a s c o c n c u r r e n e n
u n n u d o s i n c a r g a , y d o s d e e l l a s e s t á n e n p r o l o n g a c i ó n . L a f i g u r a 3 . 9 .
i l u s t r a a l g u n o s e j e m p l o s .
a )
F i g . 3 . 9 . B~~ c o n ~üue~zo n u l o .
N o o b s t a n t e , c o n v i e n e t e n e r p r e s e n t e q u e a p e s a r d e q u e e s t a s b a r r a s
n o t r a b a j e n d e b e n s e r i n c l u i d a s e n u n a d e c u a d o p r o y e c t o d e l a e s t r u c t u r a ,
( * )
y a q u e , d e o t r a f o r m a , é s t a s e c o n v e r t i r í a e n u n m e c a n i s m o i n a c e p t a b l e
P o r ú l t i m o , e s i n t e F e s a n t e c o n o c e r p r e v i a m e n t e e l o r d e n d e m a g n i t u d d e
l o s e s f u e r z o s m á x i m o s s u s c e p t i b l e s d e a p a r e c e r e n l a e s t r u c t u r a , c o n o b j e t o
d e s e l e c c i o n a r u n a e s c a l a a d e c u a d a p a r a l a r e p r e s e n t a c i ó n d e l a s f u e r z a s e n
l a c o n s t r u c c i ó n g r á f i c a .
N O T A ( * ) : E s t e m e c a n i s m o e s t a r í a e n e q u i l i b r i o b a j o l a s a c c i o n e s c o n s i d e r a -
d a s , p e r o c u a l q u i e r m o d i f i c a c i ó n d e e s t a s , o l a c o n s i d e r a c i ó n d e
l a e s t r u c t u r a d e f o r m a d a , d e t r u i r í a n e l e q u i l i b r i o p r e c a r i o ( i n e s -
t a b l e ) .
7 5 .
E n e l m é t o d o d e C r e m o n a t a m b i é n e s p o s i b l e p r o c e d e r d e u n m o d o a n a l í
t i c o , e n l u g a r d e g r a f i c o . L a p r i n c i p a l v e n t a j a q u e e l l o s u p o n e r a d i c a e n
l a p o s i b i l i d a d d e p r o g r a m a c i ó n e n u n a c a l c u l a d o r a d e b o l s i l l o . L a s fórmu~
l a s f u n d a m e n t a l e s a u t i l i z a r p a r a l a d e s c o m p o s i c i ó n d e f u e r z a s e n u n n u d o
g e n é r i c o n s o n i n m e d i a t a s . L o s d a t o s s o n :
a l ' a
2
, . . . ,
z o s c o n o c i d o s C N
1
,
e l n u d o n .






c u y o s e
x t r e m o s e s c o i n c i d e n t e c o n
2 ' " ' , m ' y u n o e






: a n g u l o s , r e s p e c t o a l e j e x , d e l a s d o s b a r r a s i n c ó g n i t a s d e l
n u d o n .
T o d o s l o s a n g u l o s d e l a s b a r r a s s e m i d e n d e s d e e l e j e + x a l a d i r e c -
c i ó n d e l a b a r r a , q u e u n e l o s n u d o s d e m e n o r a m a y o r n u m e r a c i ó n .
L o s e s f u e r z o s i n c ó g n i t a s s o n :
X
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l
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m
y = Y + , Z l N . s e n a .
n n l = l l
c o n N . > O c o m p r e s i ó n y N . < O t r a c c i ó n .
l l
3 . 3 . O T R O S M E T O D O S D E C A L C U L O D E E S F U E R Z O S
3 . 3 . 1 . G e n e r a l i z a c i ó n d e l m é t o d o g r á f i c o d e C r e m o n a
S i l a e s t r u c t u r a n o e s c a n ó n i c a , e l m é t o d o d e C r e m o n a p u e d e u t i l i z a r
s e s u p u e s t o q u e s e a p o s i b l e n u m e r a r l o s n u d o s d e a c u e r d o c o n l o s c r i t e r i o s
a n t e s e x p u e s t o s . E s e l c a s o d e l a e s t r u c t u r a r e p r e s e n t a d a e n l a f i g u r a
3 . 1 0 .
7 6 .
F r e c u e n t e m e n t e e s t e h e c h o e x i g e l a r e p e t i c i ó n d e a l g u n a f u e r z a o e s -
f u e r z o e n e l d i b u j o .
3 . 3 . 2 . M e t o d o d e l a s s e c c i o n e s
A v e c e s o c u r r e q u e e n u n a e s t r u c t u r a n o e s p o s i b l e n u m e r a r s u s n u d o s
d e m o d o q u e ú n i c a m e n t e e x i s t a n e n c a d a u n o d e e l l o s d o s b a r r a s c o n e s f u e r
z o s d e s c o n o c i d o s . L a f i g u r a 3 . 1 1 m u e s t r a d o s e s t r u c t u r a s d e e s t e t i p o .
E n e s t a s s i t u a c i o n e s , m e d i a n t e u n a s e c c i ó n , s e p u e d e d i v i d i r l a e s -
t r u c t u r a e n d o s p a r t e s , y p a r a u n a d e e l l a s e s t a b l e c e r e l e q u i l i b r i o d e
l a s f u e r z a s q u e a c t ú a n s o b r e l a m i s m a j u n t o c o n l o s e s f u e r z o s e n l a s b a -
r r a s c o r t a d a s p o r l a s e c c i ó n . S i e l n ú m e r o d e b a r r a s s e c c i o n a d a s e s d e
t r e s , c o n d i r e c c i o n e s n o c o n c u r r e n t e s , e s p o s i b l e d e t e r m i n a r s u s e s f u e r -
z o s , y a q u e s e d i s p o n e d e l a s t r e s e c u a c i o n e s d e e q u i l i b r i o q u e proporci~
n a l a e s t á t i c a ( n u l i d a d d e f u e r z a s s e g ú n d o s d i r e c c i o n e s y a n u l a c i ó n d e
m o m e n t o s r e s p e c t o a u n p u n t o ) . I n c l u s o s i e l n ú m e r o d e b a r r a s e s m a y o r ,
7 7 .
p e r o t o d a s e l l a s , e x c e p t o u n a , p r e s e n t a n d i r e c c i o n e s c o n c u r r e n t e s e n u n p U E
t o 0 , s i g u e s i e n d o p o s i b l e l a d e t e r m i n a c i o n d e l e s f u e r z o e n u n a b a r r a , m e -
d i a n t e e l e s t a b l e c i m i e n t o d e l e q u i l i b r i o d e m o m e n t o s , r e s p e c t o a l p u n t o 0 ,
d e t o d a s l a s f u e r z a s y e s f ü e r z o s d e l a s b a r r a s c o r t a d a s p o r l a s e c c i o n o
N . ( 1 = 1 , 2 , 3 )
1





" , , - '
o - + S e d e d u c e N I '
C a s o ( a ) C a s o ( b )
( * )
F . - [ 9 . 3 . 1 1 . M U o d o d e f . . a . f . , ) . ) e c . u o n . e / . . l •
U n a v e z d e t e r m i n a d o e l e s f u e r z o e n u n a d e l a s b a r r a s c o r t a d a s p o r l a
m e n c i o n a d a s e c c i o n , s e p r o c e d e a l l e v a r a c a b o e l m é t o d o d e C r e m o n a , y a
q u e p u e d e n a h o r a n u m e r a r s e l o s n u d o s s e g ú n e l o r d e n p r e v i s t o e n d i c h o m é -
t o d o .
E s t e p r o c e d i m i e n t o d e l a s s e c c i o n e s s e a p l i c a o c a s i o n a l m e n t e i n c l u s o
a e s t r u c t u r a s s u s c e p t i b l e s d e s e r c a l c u l a d a s c o n o t r a s t é c n i c a s - e s t r u c t u
r a s c a n o n i c a s , p o r e j e m p l o - , s i e l i n t e r é s d e l c a l c u l o s e c e n t r a ú n i c a m e n
t e e n c o n o c e r e l v a l o r d e l e s f u e r z o d e u n a b a r r a o d e u n n ú m e r o p e q u e ñ o
d e e l l a s . E n e s o s c a s o s p u e d e r e s u l t a r m a s e f i c i e n t e q u e e l p r o p i o m é t o d o
N O T A ( * ) : C o n v i e n e o b s e r v a r q u e e s t a e s t r u c t u r a e s i s o s t a t i c a e x t e r n a e
i n t e r n a m e n t e , p u e s t o q u e e l a p o y o f i j o 1 , " d e s d e e l p u n t o d e
v i s t a d e c a l c u l o , r e p r e s e n t a s o l o u n a c o a c c i o n , y a q u e e x i s t e
ú n i c a m e n t e u n a b a r r a i n c i d e n t e e n é l .
7 8 .
g r a f i c o d e C r e m o n a , e l c u a l ~~ige, p a r a s u a p l i c a c i ó n , l a d e t e r m i n a c i o n d e
t o d o s l o s e s f u e r z o s d e l a e s t r u c t u r a .
3 . 3 . 3 . M e t o d o a n a l í t i c o
E l m e t o d o a n t e r i o r p u e d e a p l i c a r s e d e u n m o d o s i s t e m a t i c o a e s t r u c t u -
r a s q u e , p o r s u s c a r a c t e r í s t i c a s ( c e l o s í a s t i p o v i g a d e s e c c i o n c o n s t a n t e
o v a r i a b l e , y a c c i o n e s c o n s t i t u i d a s ú n i c a m e n t e p o r c a r g a s v e r t i c a l e s ) , pr~
s e n t a n c i e r t a s v e n t a j a s e n s u c a l c u l o m e d i a n t e e s t e m e t o d o , e n c o m p a r a c i ó n
c o n o t r o s .
A l g u n a s e s t r u c t u r a s d e e s t e t i p o s e r e p r e s e n t a n e n l a s f i g u r a 3 . 1 2 - a y
3 . 1 2 - f , Y a e l l a s s e r e f i e r e n l a s c o n s i d e r a c i o n e s q u e s i g u e n .
L o s e s f u e r z o s e n t o d a s l a s b a r r a s p u e d e n o b t e n e r s e d e u n m o d o analíti~
c o s i s t e m a t i c o c o m o s e i n d i c a a c o n t i n u a c i 6 n .
E n e f e c t o , s i s e i n t r o d u c e n s e c c i o n e s d e l t i p o A - A ( f i g . 3 . 1 2 - d ) , s e
p u e d e n d e t e r m i n a r l o s e s f u e r z o s e n l o s c o r d o n e s s u p e r i o r e i n f e r i o r , d e
a c u e r d o c o n l a s e x p r e s i o n e s :
C o r d ó n s u p e r i o r
C o r d o n i n f e r i o r
( 3 . 2 )
( 3 . 3 )




) r e p r e s e n t a e l m o m e n t o p r o d u c i d o p o r t o d a s l a s f u e r z a s e x
t e r i o r e s ( i n c l u i d a s l a s r e a c c i o n e s ) d e l a p a r t e d e l a e s t r u c t u r a f r o n t a l a l
n u d o S ( o 9 ) . E l s e n t i d o - p o s i t i v o d e l m o m e n t o c o r r e s p o n d e a l a n t i h o r a r i o , y
e l d e l e s f u e r z o a x i l a l a t r a c c i o n .
S i Q S = Q 9 c o r r e s p o n d e a l a s u m a d e l a s f u e r z a s e x t e r i o r e s a c t u a n d o e n
l a p a r t e d e l a e s t r u c t u r a f r o n t a l a l a s s e c c i o n e s S y 9 , e l v a l o r d e l e s -
f u e r z o e n l a d i a g o n a l e s :












( 3 . 4 )
ta~
4 - A
l e : t ) t . s + n u ' t . m .~t t e r o ,,;~
A 2 4 b
7 9 .
A
~) ~t-cvjÓf( A - A
8 0 .
P o r ú l t i m o , l a s s e c c i o n e s B - B p e r m i t e n d e t e r m i n a r l o s e s f u e r z o s e n l o s
m o n t a n t e s v e r t i c a l e s d e l a e s t r u c t u r a , c o m o s i g u e :
( 3 . 5 )
E n e l c a s o d e a c t u a c i 6 n d e c a r g a s v e r t i c a l e s e x c l u s i v a m e n t e , l o s val~
r e s d e M I y Q I c o r r e s p o n d e n a l o s m o m e n t o s f l e c t o r e s y e s f u e r z o s c o r t a n t e s
e n l a s e c c i 6 n I d e l a v i g a r e c t a h o r i z o n t a l d e l u z i g u a l a l a d i s t a n c i a e~
t r e a p o y o s . L a s a n t e r i o r e s f o r m u l a s ( 3 . 2 ) , ( 3 . 3 ) , ( 3 . 4 ) y ( 3 . 5 ) p u e d e n pr~.
s e n t a r s e e n f o r m a t a b u l a d a , l o q u e p e r m i t e , d e u n m o d o c 6 m o d o , c a l c u l a r l o s
e s f u e r z o s e n t o d a s l a s b a r r a s . L a t a b l a 3 . 1 r e p r e s e n t a d i c h a s f o r m u l a s , c o -
r r e s p o n d i e n t e s ú n i c a m e n t e a l c a s o d e c a r g a s v e r t i c a l e s y c a n t o c o n s t a n t e ,
s i b i e n l a e x t e n s i 6 n a o t r a s s i t u a c i o n e s e s p o s i b l e . E v i d e n t e m e n t e , s i e l
c a n t o d e l a e s t r u c t u r a e s c o n s t a n t e ( f i g . 3 . 7 - f ) , e l c a l c u l o ( y l a t a b l a )































T a b l a 3 . 1 . M é t o d o anatLti~o. c~tQulo d e ~6ue~zo~.
E l e s f u e r z o c o r t a n t e e n l a s e c c i 6 n x e s : Q x = - Z~P + Z f P
E l m o m e n t o f l e c t o r e n l a s e c c i o n x e s :
e n d o n d e Z f X i n d i c a l a s u m a d e l a s c a n t i d a d e s X f r o n t a l e s a x .
L o s e s f u e r z o s s o n l o s s i g u i e n t e s : E n l a s c a b e z a s , ± M j h ; e n l a s d i a g o -
n a l e s , Q / c o s a , y e n l o s m o n t a n t e s v e r t i c a l e s , Q , s i e n d o h y c o s a c o n s t a n -
t e s .
8 1 .
r - - - - - - - - E j e m p 1 0 3 . 4 . - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
R e s o l v e r , m e d i a n t e e l m e t o d o a n a l í t i c o , l a e s t r u c t u r a a r t i c u l a d a d e
l a f i g u r a 3 . 1 3 .




F ¡ g . 3 . 1 3 . E j e m p l o 3 . 4 .
S O L U C I O N :




Q . ) M o m € . ' i - t r , S t~.fo~s ( m ~ t )
3 0 3 0
1 - - - - . . , . . . 0
t o f
A O A O
b ) e s - A u - - r z o s c o r + a - . d - e . s ( t )
F ¡ g . 3 . 7 4 . E j e m p l o 3 . 4 . L e Y e h d e ehnU~zo~.
8 2 .
E l c á l c u l o d e e s f u e r z o s s e r e a l i z a
c o n e l a u x i l i o d e




( 3 ) - ( 2 ) . O )
N U D O
P . x .
x . P .
Q = l : X . P . l : x . P .
M
J .
J . J . J .
X f J . J .
f J . J .
X
1 3 0 . 0 0 0 . 0 0 0 . 0 0 0 . 0 0
0 . 0 0
0 . 0 0
2
Y
3 - 2 0 . 0 0
5 . 0 0 - 1 0 0 . 0 0
- 3 0 . 0 0
0 . 0 0 1 5 0 . 0 0
4
Y
5 - 2 0 . 0 0 1 0 . 0 0
- 2 0 0 . 0 0 - 1 0 . 0 0




0 . 0 0
1 5 . 0 0
0 . 0 0 1 0 . 0 0
3 0 0 . 0 0
1 5 0 . 0 0
8 Y 9
0 . 0 0 2 0 . 0 0
0 . 0 0 1 0 . 0 0
3 0 0 . 0 0
1 0 0 . 0 0
1 0 Y 1 1
0 . 0 0 2 5 . 0 0 0 . 0 0
1 0 , 0 0
3 0 0 . 0 0 5 0 . 0 0
1 2
1 0 . 0 0
3 0 . 0 0 3 0 0 . 0 0
1 0 . 0 0
3 0 0 . 0 0 0 . 0 0
T a b L a 3 . 2 . - C á L Q u L o d e ~6u~zo~.
P o r ú l t i m o , y m e d i a n t e l a a p l i c a c i ó n d e l a s f ó r m u l a s ( 3 . 2 ) , ( 3 . 3 ) ,
( 3 . 4 ) Y ( 3 . 5 ) , s e d e d u c e n l o s e s f u e r z o s q u e s e i n d i c a n e n l a t a b l a 3 . 3 .
( m t ) ( m ) ( t )
( t )
( t )




B A R R A
Q
s e n e ( N
x
1 - 3 1 5 0 . 0 0
- 6 . 0
- 2 5 . 0
1 - 2
- 3 0 . 0
- 0 . 7 6 8 3 9 . 1
2 - 4
1 5 0 . 0 0 - 6 . 0
. 2 5 . 0
3 - 4 - 1 0 . 0
- 0 . 7 6 8 1 3 . 0
3 - 5 2 0 0 . 0 0
- 6 . 0 - 3 3 . 3
5 - 7
1 0 . 0
- 0 . 7 6 8
- 1 3 . 0
4 - 7 2 0 0 . 0 0
- 6 . 0 3 3 . 3
7 - 8 1 0 . 0 0 . 7 6 8
1 3 . 0
5 - 6 1 5 0 . 0 0 - 6 . 0
- 2 5 . 0 9 - 1 1
1 0 . 0 0 . 7 6 8 1 3 . 0
6 - 8 1 5 0 . 0 0 - 6 . 0
- 2 5 . 0 1 0 - 1 2 1 0 . 0 0 . 7 6 8 1 3 . 0
7 - 9
1 0 0 . 0 0 - 6 . 0
1 6 . 6
8 - 1 1
1 0 0 . 0 0 - 6 . 0
- 1 6 . 6
9 - 1 0
5 0 . 0 0 - 6 . 0 8 . 3
1 1 - 1 2
5 0 . 0 0 - 6 . 0
- 8 . 3
( t ) ( t )
B A R R A Q
N
2 - 3
- 3 0 . 0
- 3 0 . 0
4 - 5





1 0 . 0 1 0 . 0
1 0 - 1 1 1 0 . 0 1 0 . 0
T a b l a 3 . 3 . - E j e m p L o 3 . 4 . E~6u~zo~.
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3 . 3 . 4 . M é t o d o d e H e n n e b e r g o d e c a m b i o d e b a r r a s
C o n s t i t u y e u n a t é c n i c a d e c a l c u l o d e e s f u e r z o s , d e a p l i c a c i ó n g e n e r a l .
E n e f e c t o , p e r m i t e t r a n s f o r m a r e l c a l c u l o d e u n a e s t r u c t u r a a r t i c u l a d a n o
c a n ó n i c a e n u n a s e r i e d e a n á l i s i s d e e s t r u c t u r a s c a n ó n i c a s .
E~ e s e n c i a e l m é t o d o c o n s i s t e e n a ñ a d i r a l a e s t r u c t u r a i s o s t á t i c a ( e n
g e n e r a l n o c a n ó n i c a ) u n a s e r i e d e b a r r a s . E n l a n u e v a e s t r u c t u r a a s í o b t e n i
d a ( h i p e r e s t á t i c a ) . e s p o s i b l e s u p r i m i r u n n ú m e r o d e b a r r a s i g u a l a l d e l a s
añ~didas, d e m o d o q u e r e s u l t e o t r a e s t r u c t u r a i s o s t á t i c a . o b v i a m e n t e d i s t i n
t a a l a d e p a r t i d a . S i s e e l i g e n l a s b a r r a s q u e s e a ñ a d e n y l a s q u e s e e l i -
m i n a n d e m o d o q u e e s t a n u e v a e s t r u c t u r a i s o s t á t i c a s e a c a n ó n i c a , e n t o n c e s
s e p u e d e p r o c e d e r c o m o s i g u e ( f i g . 3 . 1 5 ) :
a ) C a l c u l a r l o s e s f u e r z o s e n t o d a s l a s b a r r a s d e l a e s t r u c t u r a i s o s t á -
t i c a c a n ó n i c a (~esultante d e l c a m b i o d e ba~ras). d e b i d o s a l a s c a r g a s e x t e -
r i o r e s a c t u a n t e s . S e a N~ e l e s f u e r z o e n l a b a r r a i p r o d u c i d o e n e s t e e s t a d o
l .
( H g . 3 . l 5 - b ) .
b ) P o r c a d a u n a d e l a s K b a r r a s s u p r i m i d a s s e a p l i c a n a l a m i s m a e s t r u c
t u r a i s o s t á t i c a b á s i c a - c a n ó n i c a - d o s f u e r z a s u n i d a d ( b i a c c i ó n ) , e q u i v a l e n -
t e s a l e f e c t o q u e u n e s f u e r z o u n i d a d d e l a b a r r a s u p r i m i d a e j e r c e s o b r e l a
e s t r u c t u r a . S e a n e s t o s e s f u e r z o s e n l a b a r r a i,N~, c o r r e s p o n d i e n t e s a l e s t a -
d o k ( k = 1 , 2 • . . . • K ) , e s d e c i r , a l a k - s i m a b a r r a s u p r i m i d a ( f i g s . 3 . l 5 - c y
3 . l 5 - c ) .
c ) L o s e s f u e r z o s f i n a l e s e n l a b a r r a i d e l a e s t r u c t u r a h i p e r e s t á t i c a
( s i n n i n g u n a b a r r a s u p r i m i d a ) s o n , e v i d e n t e m e n t e :
( 3 . 6 )
k
e n d o n d e X c o r r e s p o n d e a l y a l o r d e l e s f u e r z o d e l a k - s i m a b a r r a s u p r i m i d a .
y s u v a l o r e s d e s c o n o c i d o e n p r i n c i p i o .
d ) L o s v a l o r e s d e l a s i n c ó g n i t a s X
k
s e o b t i e n e n m e d i a n t e l a s K c o n d i c i o
n e s r e f e r e n t e s a l h e c h o d e q u e e l e s f u e r z o e n l a s K b a r r a s a ñ a d i d a s e s n u l o .
e s d e c i r :
( 3 . 7 )
c o n j = j l ' j 2 ' . . . •~ ( b a r r a s a ñ a d i d a s ) .




F i g . 3 . 1 5 . M é t o d o d e Hennebe~g.
E l s i s t e m a d e e c u a c i o n e s ( 3 . 7 ) s i e m p r e t i e n e s o l u c i ó n ú n i c a , s u p u e s t o
q u e l a e s t r u c t u r a i n i c i a l e s i s o s t á t i c a y l a e s t r u c t u r a c a n ó n i c a f i n a l t a r o
b i e n l o s e a .
R e s u e l t o e l s i s t e m a ( 3 . 7 ) , s e d e d u c e n l o s e s f u e r z o s e n t o d a s l a s b a -
r r a s d e l a e s t r u c t u r a f i n a l m e d i a n t e l a s e x p r e s i o n e s ( 3 . 6 ) , e s f u e r z o s q u e
p a r a l a s b a r r a s s u p r i m i d a s c o r r e s p o n d e n d i r e c t a m e n t e a l a s i n c ó g n i t a s x
k
,
e s d e c i r :
( k = 1 , 2 , . . . , K ) ,
. . . - - - - E j e m p l o 3 . 5 .
O b t e n e r , m e d i a n t e e l p r o c e d i m i e n t o d e H e n n e b e r g , l o s e s f u e r z o s e n l a s
b a r r a s d e l a e s t r u c t u r a q u e s e m u e s t r a e n l a f i g u r a 3 . 1 6 .
'JÍ'~.-.;.(_.O_o'¡'k 3 _ .5 l > - - - - - , ; - _ - - = . 3 : . . : . . s v = = - _ _ - , I # - - ' - - - # 5 t
1~·"
3 . S b
F i g . 3 . 1 6 . E j e m p l o 3 . 5 .
S O L U C I O N :
8 5 .
L a e s t r u c t u r a i s o s t a t i c a c a n o n i c a d e r i v a d a d e l a i n i c i a l , a s í c o m o
l o s e s t a d o s a u x i l i a r e s c o r r e s p o n d i e n t e s a l a s d i f e r e n t e s b i a c c i o n e s u n i
t a r i a s a p a r e c e n r e f l e j a d o s e n l a f i g u r a 3 . 1 7 .
5 i z ~5i
- - J o -r--------__=:~3
e s + a . . d o ( o )
8 6 .
1 0 s e s f u e r z o s c o r r e s p o n d i e n t e s a l o s e s t a d o s a n t e r i o r e s , d e d u c i d o s m e -
d i a n t e e l m é t o d o d e C r e m o n a , s e i n d i c a n e n l a t a b l a 3 . 4 .




N F i n a l
1 - 2
5 . 0 0
- 2 . 2 0
4 . 0 7
1 - 4
5 . 0 0 - 9 . 7 5
0 . 8 5
1 - 5
1 0 . 0 0
4 . 2 5
2 - 3
- 4 . 0 0
- 0 . 5 0
- 4 . 2 1
2 - 6
- 5 . 1 0
2 . 2 5
- 4 . 1 4
3 - 4
- 5 . 6 0
- o . 1 0
- 5 . 6 4
3 - 7
4 . 1 0
0 . 5 0
4 . 3 1
4 - 5
- 4 . 4 5
1 0 . 5 0
4 - S
- 3 . 3 5
- 2 . 2 0
- 4 . 2 9
5 - 6
- 3 . S 0
3 . 5 0
- 2 . 3 0
S - S
2 . 5 0
2 . 8 0
3 . 7 0
6 - 7
3 . 4 0
0 . 4 0
3 . 5 7
6 - 8
- 0 . 8 0
- 2 . 3 0
- 1 . 7 8
7 - 8
- 2 . 3 0
- 0 . 2 5
- 2 . 4 0
T a b l a . 3 . 4 . E j e m p l o 3 . 5 . E~6ue~zo~.
E n d i c h a t a b l a s e i n c l u y e n a s i m i s m o l o s e s f u e r z o s f i n a l e s e n l a e s t r u c
t u r a r e a l i n i c i a l , o b t e n i d o s p o r a p l i c a c i ó n d e l a f ó r m u l a ( 3 . 6 ) , u n a v e z
c a l c u l a d o s l o s v a l o r e s d e l a s i n c ó g n i t a s x
k
a l e s t a b l e c e r l a s c o n d i c i o n e s











- 4 . 4 5 + 1 0 . 5 0 X = O
X = 0 . 4 2 5
N~inal
1
o N 1 .
N . + 0 . 4 2 5
1 1
3 . 3 . 5 . M e t o d o d e l a s e s t r u c t u r a s c o m p u e s t a s
E l c a l c u l o d e e s f u e r z o s e n l a s e s t r u c t u r a s a r t i c u l a d a s i s o s t a t i c a s c o n
s i s t e e n d e t e r m i n a r u n c o n j u n t o d e v a l o r e s d e l o s e s f u e r z o s e n l a s b a r r a s ,
q u e e s t é n e n e q u i l i b r i o c o n l a s f u e r z a s e x t e r i o r e s . E v i d e n t e m e n t e , c o m o e s -
t e c o n j u n t o d e v a l o r e s e s ú n i c o , e n e l c a s o d e i s o s t a t i s m o n o e s r e l e v a n t e
e l p r o c e d i T I Ú e n t o p a r a s u o b t e n c i ó n ; p o r e l l o , e s v a l i d o e l m é t o d o q u e s e
d e s c r i b e p a r a l a e s t r u c t u r a d e l a f i g u r a 3 . 1 8 , d e n o m i n a d o m é t o d o d e l a s e s
t r u c t u r a s c o m p u e s t a s .
8 7 .
t?+~ t y ;
+ 1 5 + > 4
4
J I
F- é g . 3 . 1 8 . M U o d o d e . . l M e.ó~'U1.c;tWl..CLó c . o m p L L e . ó . t e u .
E n e s a e s t r u c t u r a n o e s p o s i b l e a p l i c a r d i r e c t a m e n t e e l m é t o d o d e C r e
m o n a , y a q u e l a n u m e r a c i ó n e n l a q u e e n c a d a n u d o s ó l o e x i s t a n d o s b a r r a s
c o n e s f u e r z o s d e s c o n o c i d o s n o e s p o s i b l e . S e p o d r í a e f e c t u a r u n a s e c c i ó n ,
d e m o d o q u e l a s b a r r a s 5 - 1 2 y 6 - 8 r e s u l t a r a n c o r t a d a s , y , m e d i a n t e e q u i l i -
b r í o d e m o m e n t o s d e u n a p a r t e d e l a e s t r u c t u r a r e s p e c t o a l n u d o 8 , s e d e d u
c i r í a e l v a l o r d e l e s f u e r z o e n l a b a r r a 5 - 1 2 , c o n l o q u e e l C r e m o n a p o d r í a ,
e n t o n c e s , s e r r e a l i z a d o .
E x i s t e o t r a p o s i b i l i d a d , a c a s o m á s s i m p l e , q u e e s t r i b a e n o b s e r v a r e l
h e c h o d e q u e l a e s t r u c t u r a o r i g i n a l p r o c e d e d e o t r a m á s s e n c i l l a , c u y a s
b a r r a s s e h a n m o d i f i c a d o m e d i a n t e l a i n t r o d u c c i ó n d e e s t r u c t u r a s a d i c i o n a -
l e s ( m o n t a n t e s ) , d e f o r m a t a l q u e l a l o n g i t u d d e p a n d e o s e r e d u z c a .
E l p r o c e d i m i e n t o c o n s i s t e e n d e s c o m p o n e r l a e s t r u c t u r a o r i g i n a l e n o t r a
m á s s i m p l e , m á s u n a s e r i e d e e s t r u c t u r a s p a r c i a l e s , e n l a f o r m a q u e s e i n d i
c a e n l a f i g u r a 3 . 1 8 . S e d e t e r m i n a n , e n c a d a u n a , l o s e s f u e r z o s e n l a s b a -
r r a s ( m e d i a n t e e l p r o c e d i m i e n t o d e C r e m o n a , e n e s t e c a s o ) . L o s r e s u l t a d o s
p a r a l a e s t r u c t u r a o r i g i n a l s e d e d u c e n s i m p l e m e n t e p o r s u p e r p o s i c i ó n . A s í ,
l o s e s f u e r z o s e n l a s b a r r a s 1 - 3 y 1 4 - 1 5 s o n l o s d e l a e s t r u c t u r a s i m p l e ;
e n l a s b a r r a s 1 0 - 1 1 y 4 - 7 , l o s d e l a e s t r u c t u r a p a r c i a l y , p o r ú l t i m o , e n
l a s b a r r a s c o m u n e s a d o s e s t r u c t u r a s , l a s u m a d e l o s e s f u e r z o s e n a m b a s ,
c o m o , p a r e j e m p l o , e n l a b a r r a 9 - 1 1 , c u y o e s f u e r z o e s s u m a d e l d e l a b a r r a
8 - 1 1 d e l a e s t r u c t u r a s i m p l e m á s e l d e l a b a r r a 9 - 1 1 d e l a e s t r u c t u r a p a r -
c i a l c o r r e s p o n d i e n t e .
8 8 .
E l f u n d a m e n t o d e e s t a r e g l a r e s i d e e n e l h e c h o d e l i s o s t a t i s m o d e l a
e s t r u c t u r a , q u e i m p l i c a l a u n i c i d a d d e l a s o l u c i ó n ( e s f u e r z o s e n l a s b a -
r r a s e n e q u i l i b r i o c o n l a s f U e r z a s e x t e r i o r e s ) , p o r l o q u e n o e s p r e c i s o
c o n s i d e r a r l a c o m p a t i b i l i d a d d e m o v i m i e n t o s e n t r e l o s n u d o s d e l a e s t r u c
t u r a s i m p l e y l a s p a r c i a l e s .
3 . 4 . G E N E R A L I Z A C I O N
E n l o s m é t o d o s d e c a l c u l o d e e s f u e r z o s q u e s e a c a b a n d e c o m e n t a r e n
l o s a p a r t a d o s a n t e r i o r e s s e i m p o n e q u e l a s c a r g a s e s t é n a p l i c a d a s e n l o s
n u d o s y q u e l a s b a r r a s d e l a e s t r u c t u r a s e a n r e c t a s . A c o n t i n u a c i 6 n s e e s
t u d i a e l a n a l i s i s d e e s t r u c t u r a s q u e n o s a t i s f a c e n e s t a s c o n d i c i o n e s .
3 . 4 . 1 . C a r g a s a p l i c a d a s e n l a s b a r r a s
E l p r o c e d i m i e n t o , e n e s t e c a s o , c o n s i s t e e n s u s t i t u i r l a s c a r g a s a c -
t u a n d o e n l a s b a r r a s p o r u n s i s t e m a e q u i v a l e n t e d e f u e r z a s a p l i c a d a s e n
s u s n u d o s e x t r e m o s . L o s e s f u e r z o s e n t o d a s l a s b a r r a s , e x c e p t o l a s s o m e t i
d a s a c e r g a s , s o n d i r e c t a m e n t e l o s d e d u c i d o s c o n e s t a s a c c i o n e s n o d a l e s
e q u i v a l e n t e s .
P o r o t r a p a r t e , e n l a s b a r r a s c a r g a d a s e s t o s e s f u e r z o s d e b e n d e s e r
i n c r e m e n t a d o s c o n l a s l e y e s d e e s f u e r z o s d e d u c i d o s , p a r a c a d a u n a ~ellas,
a p a r t i r d e l s i s t e m a d e f u e r z a s d i r e c t a m e n t e a p l i c a d a s s o b r e l a s m i s m a s ,
m a s l a s r e a c c i o n e s ( f u e r z a s i g u a l e s y c o n t r a r i a s a l a s a c c i o n e s e q u i v a l e n
t e s e n l o s n u d o s ) . L a f i g u r a 3 . 1 9 i l u s t r a e s t e a n a l i s i s .
C o n v i e n e t e n e r p r e s e n t e q u e l a m e n c i o n a d a s u s t i t u c i ó n d e f u e r z a s a p l i
c a d a s e n b a r r a s p o r o t r a s e q u i v a l e n t e s e n s u s n u d o s ú n i c a m e n t e e s p o s i b l e
e n e l c a s o d e e s t r u c t u r a s i s a s t a t i c a s , y s ó l o p a r a l a d e t e r m i n a c i ó n d e e s -
f u e r z o s - n o m o v i m i e n t o s - o E l i s c s t a t i s m o d e l a e s t r u c t u r a p e r m i t e a s e g u r a r
q u e , s i b i e n n o e x i s t e u n s i s t e m a ú n i c o d e a c c i o n e s e n l o s n u d o s e q u i v a l e n
( * ) -
t e a 1 $ c a r g a s a c t u a n t e s s o b r e b a r r a s , . e l r e s u l t a d o f i n a l d e e s f u e r z o s
N O T A ( * ) : D e b i d o a q u e e x i s t e n c u a t r o i n c ó g n i t a s ( l a s d o s c o m p o n e n t e s d e l a s
f u e r z a s e q u i v a l e n t e s e n c a d a n u d o ) y s ó l o s e d i s p o n e d e l a s t r e s
e c u a c i o n e s d e e q u i l i b r i o .
8 9 .
e n e s t a s e s ú n í c o y , p o r l o t a n t o , i n d e p e n d i e n t e d e l s i s t e m a d e f u e r z a s
e q u i v a l e n t e s e l e g i d o .
+
No~
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3 . 4 . 2 . B a r r a s c u r v a s
E n e l
c a s o
d e
u n a b a r r a c u r v a , y s u p u e s t o p r i m e r a m e n t e q u e
n o a c t ú e
n i n g u n a
c a r g a s o b r e
e l l a , s e d e d u c e , a p a r t i r
d e
l a s e c u a c i o n e s d e
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l i b r i o , q u e s o l o
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u n e
s u s n u d o s e x t r e m o s
( f i g . 3 . 2 0 ) , q u e r e p r e s e n t a n e l e f e c t o d e l r e s t o d e l a e s t r u c t u r a s o b r e
l a b a r r a .
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A s í p u e s , a e f e c t o s d e e q u i l i b r i o d e e s f u e r z o s - y a p l i c a b l e ú n i c a m e n t e
a l c a l c u l o d e e s t o s e n e s t r u c t u r a s i s o s t a t i c a s - , s e p u e d e s u s t i t u i r u n a b a -
r r a c u r v a p o r o t r a r e c t a q u e u n e s u s n u d o s e x t r e m o s . L o s e s f u e r z o s d e d u c i d o s
d e l c a l c u l o d e e s t a e s t r u c t u r a d e b e n d e s e r m o d i f i c a d o s e n l a b a r r a c u r v a ,
d e a c u e r d o c o n l a s s i g u i e n t e s e c u a c i o n e s , q u e e x p r e s a n l a v a r i a c i ó n d e a q u i
l l o s a l o l a r g o d e l a d i r e c t r i z d e l a b a r r a ( f i g . 3 . 2 1 ) :
A x i l e s N .
N . c o s a .
l S 1
C o r t a n t e s
Q i s
N .
s e n a
1





( 3 . 8 )
e x p r e s i o n e s d a d a s e n f u n c i ó n d e l a l o n g i t u d d e a r c o , s .
N i . . s
- - - - e (
S i l a b a r r a e s d e d i r e c t r i z c i r c u l a r , d e r a d i o R y a n g u l a c e n t r a l 2~,






s i e n d o a
= N . c o s a
1
= - N . s e n a
1
= N . R ( c o s e - cos~)
1
~ - ~ , q u e v a r í a e n t r e -~ y ~.
( 3 . 9 )
9 1 .
P o r ú l t i m o , s i l a b a r r a c u r v a e s t á c a r g a d a , s e p r o c e d e d e m o d o a n á l o -
g o a l c a s o g e n e r a l d e b a r r a s c a r g a d a s d e s c r i t o e n e l p á r r a f o 3 . 4 . 1 . ; e s d e
c i r , l o s e s f u e r z o s e n l a b a r r a c u r v a c a r g a d a s e o b t i e n e n p o r s u m a d e l o s
d e d u c i d o s d e l c á l c u l o d e l a e s t r u c t u r a b a j o c a r g a s e q u i v a l e n t e s e n l o s n u -
d o s , m á s l o s p r o d u c i d o s p o r l a s c a r g a s a p l i c a d a s d i r e c t a m e n t e s o b r e l a b a -




+ N O '
l S
l S l S
Q i s Q l i s
+ N O '








l S l S
l S
s i e n d o l o s e s f u e r z o s d e b i d o s a l c a l c u l o d e l a e s t r u c t u r a c o n c a r g a s n o d a l e s
e q u i v a l e n t e s :
N I ·
l S
Q I i s
M I "
l S
: : : N 1 i c o s a




y l o s p r o d u c i d o s p o r l a s c a r g a s d i r e c t a m e n t e a p l i c a d a s ( f i g . 3 . 2 2 ) :
L o s r e s u l t a d o s a n t e r i o r e s p u e d e n s e r g e n e r a l i z a d o s a c a s o s e n q u e d e -
t e r m i n a d a s b a r r a s c o n s t i t u y e n , a s u v e z , e s t r u c t u r a s a r t i c u l a d a s i s o s t a t i -
c a s ( s u b e s t r u c t u r a s ) . L a ú n i c a c o n d i c i o n q u e s e d e b e s a t i s f a c e r e s q u e s o -
l o e x i s t a n d o s n u d o s d e u n i ó n e n t r e l a s u b e s t r u c t u r a y l a e s t r u c t u r a g e n e -
r a l . L a figu~a 3 . 2 3 i l u s t r a e l c a l c u l o e n u n o d e e s o s c a s o s , p a r a e l q u e s e
s i g u e n l í n e a s p a r a l e l a s a l a n a l i s i s d e b a r r a s c u r v a s a n t e s d e s c r i t o .
C o n v i e n e t e n e r p r e s e n t e q u e , n o r m a l m e n t e , e n e l c a l c u l o d e e s t r u c t u -
r a s , l o s c o n c e p t o s d e b a r r a y n u d o p u e d e n c o r r e s p o n d e r a s i t u a c i o n e s m a s
g e n e r a l e s q u e l a s q u e s e s u e l e n c o n s i d e r a r i n t u i t i v a m e n t e . M a s a d e l a n t e s e








F l u t o r e s
M o t s
b ) E.sl~rb s ~ b a . . r r a . C u n t t t . . G : t r ' j 4 k
F ) . g . 3 . 2 2 . C l i t c . t L t o d e e , , 5 b w . U u A M a . ! 1 . - t . i c . t L t a d a ! . l M o / : ) : t á ; ü c . a ! . l C . O Y l . b a J U 7 . a ! . l
C . u A V a ! . l c . a J 1 . . g a d a ! . l .
+9 3 .
r - - - - - - - E j e m p l o 3 . 6 . - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
D e t e r m i n a r l o s e s f u e r z o s e n l a s b a r r a s r e c t a s d e l a e s t r u c t u r a a r t i -
c u l a d a d e l a f i g u r a 3 . 2 4 , a s í c o m o l a s l e y e s d e e s f u e r z o s e n l a b a r r a c u r
v a .
~oi
F I g . 3 . 2 4 . E j 0 m p l o 3 . 6 .
9 4 .
L a b a r r a c u r v a e s c i r c u l a r , d e 8 m d e r a d i o .
S O L U C I O N :
E n l a f i g u r a 3 . 2 5 s e m u e s t r a n l o s e s t a d o s d e c a l c u l o c o r r e s p o n d i e n t e s
a l a s e x p r e s i o n e s ( 3 . 1 0 ) , e s d e c i r , e s t a d o d e c a r g a s d i r e c t a m e n t e a p l i c a -
d a s s o b r e l a b a r r a c u r v a ( N
O i
) y e s t a d o d e c a r g a s n o d a l e s e q u i v a l e n t e s ( N
1 i
) .
L o s e s f u e r z o s o r i g i n a d o s p o r e l s i s t e m a e q u i v a l e n t e ( f i g . 3 . 2 5 - b ) ,
c a l c u l a d o s m e d i a n t e e l m é t o d o d e C r e m o n a , s e i n d i c a n e n l a t a b l a 3 . 5 , e n
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- 5 , 6
O 1 - 2 , 5
T a . b l a 3 . 5 . E j e m p l o 3 . 6 . E . - J n u e / L z o - ó C . O M e . . 6 p o n . e U . e n t e . . 6 a l .-J~.:tema
e q t U . v a . t e n t e d e C . M g a . . 6 .
a . )
F 1 g . 3 . 2 5 . E j e m p l o 3 . 6 . E~ta.do-6 d e c . á l c . u . l o .
9 5 .
L o s e s f u e r z o s d e l a t a b l a a n t e r i o r s o n l o s e s f u e r z o s f i n a l e s p a r a t o -
d a s l a s b a r r a s r e c t a s .
P a r a l a b a r r a c u r v a , e l e s t a d o b ) p r o p o r c i o n a u n a c o m p r e s i ó n d e 2 , 5 t
e n l a d i r e c c i ó n d e l a c u e r d a , a l a c~al h a y q u e s u p e r p o n e r l o s e s f u e r z o s
o r i g i n a d o s p o r e l e s t a d o a ) . E s d e c i r , l o s e s f u e r z o s e n l a b a r r a c u r v a
( a x i l e s , c o r t a n t e s y f l e c t o r e s ) s o n l o s o r i g i n a d o s p o r l a s a c c i o n e s q u e s e
i n d i c a n e n l a f i g u r a 3 . 2 6 .
a ) A c c i o n e s .
b ) A x i l e s .
c ) C o r t a n t e s .
A~.50
d ) F l e c t o r e s .
F i g . 3 . 2 6 . E j 0 m p l o 3 . 2 6 . E~6u~zo~ ~n l a b~ c~va.
9 6 .
3 . 5 . E J E R C I C I O S P R O P U E S T O S . E N U N C I A D O S
E j e r c i c i o 3 . 1 .
D e t e r m i n a r l a s r e a c c i o n e s e n l a e s t r u c t u r a d e l a f i g u r a 3 . 2 7 .
E j e r c i c i o 3 . 2 .
O b t e n e r , m e d i a n t e e l m e t o d o g r a f i c o d e C r e m o n a , l a s r e a c c i o n e s y e s -
f u e r z o s e n t o d a s l a s b a r r a s d e l a e s t r u c t u r a r e p r e s e n t a d a e n l a f i g u r a
3 . 2 8 .
E j e r c i c i o 3 . 3 .
D e t e r m i n a r l o s e s f u e r z o s e n t o d a s l a s b a r r a s d e l a e s t r u c t u r a a d j u n t a
( f i g . 3 . 2 9 ) .
! . i e r c i c i o 3 . 4 .
C a l c u l a r l o s e s f u e r z o s e n l a s b a r r a s d e l a e s t r u c t u r a q u e s e m u e s t r a
e n l a f i g u r a 3 . 3 0 .
E j e r c i c i o 3 . S .
E n l a e s t r u c t u r a d e l a f i g u r a 3 . 3 1 , h a l l a r l o s e s f u e r z o s e n s u s b a r r a s
a p a r t i r d e l a s l e y e s d e m o m e n t o s f l e c t o r e s y e s f u e r z o s c o r t a n t e s .
E j e r c i c i o 3 . 6 .
O b t e n e r l o s e s f u e r z o s e n l a s b a r r a s d e l a e s t r u c t u r a q u e s e a c o m p a ñ a
( f i g . 3 . 3 2 ) , m e d i a n t e e l p r o c e d i m i e n t o d e H e n n e b e r g .
E j e r c i c i o 3 . 7 .
D e t e r m i n a r e n l a e s t r u c t u r a d e l a f i g u r a ( f i g . 3 . 3 3 ) l o s e s f u e r z o s e n
t o d a s l a s b a r r a s .
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4 . 0 0
4 . 0 0
\
4 . 0 0
4 - . 0 0
\~
r i g e
3 . 3 4 . E j e A U U O 3 . 8 .
- + 6_ _. 0 _ 0 _ _ f ' - - - - . - : : . ' - . O - O - - - . r -
F i g . 3.3~ E j e A U U O 3 . 9 .
1 0 0 .
E j e r c i d o 3 . 8 .
E n l a e s t r u c t u r a r e p r e s e n t a d a e n l a f i g u r a 3 . 3 4 , c a l c u l a r l a s l e y e s d e
e s f u e r z o s e n t o d a s l a s b a r r a s . P r e v i a m e n t e s e i n d i c a r a n y s u p r i m i r a n l a s b a
r r a s q u e n o t r a b a j a n .
E j e r c i c i o 3 . 9 .
H a l l a r l a s l e y e s d e e s f u e r z o s e n l a s b a r r a s d e l a e s t r u c t u r a a d j u n t a
( f i g . 3 . 3 5 ) .
E j e r c i c i o 3 . 1 0 .
D e t e r m i n a r l o s e s f u e r z o s e n t o d a s l a s b a r r a s d e l a e s t r u c t u r a q u e s e
m u e s t r a e n l a f i g u r a 3 . 3 6 .
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C A P I T U L O 4 . - E S T R U C T U R A S A R T I C U I . A D A S I S O S T A T I C A S . D E T E R M I N A C I O N
D E M O V I M I E N T O S
4 . 1 . I N T R O D U C C I O N
E n e s t e c a p í t u l o s e u t i l i z a r á e l t e o r e m a d e C a s t i g l i a n o p a r a l a d e t e r m i n a -
c i ó n d e l o s m o v i m i e n t o s d e l a s e s t r u c t u r a s a r t i c u l a d a s i s o s t á t i c a s . E s t e t e o -
r e m a e x p r e s a q u e l a d e r i v a d a r e s p e c t o a u n a f u e r z a g e n e r a l i z a d a ( i n f l u j o ) d e
l a e n e r g í a c o m p l e m e n t a r i a d e d e f o r m a c i 6 n d e u n a e s t r u c t u r a e s e l m o v i m i e n t o
e f i c a z c o n e l i n f l u j o . L a d e m o s t r a c i ó n d e e s t e t e o r e m a p u e d e v e r s e e n u n t e x
t o d e R e s i s t e n c i a d e M a t e r i a l e s . A q u í s ó l o s e d a r á l a e x p r e s i ó n d e l m i s m o r~
f e r i d o a e s t r u c t u r a s p l a n a s d e b a r r a s , s i n m e r m a d e q u e , e n u n p r ó x i m o c a p í -
t u l o , s e p l a n t e e n c o n g e n e r a l i d a d l o s m é t o d o s e n e r g é t i c o s e n e l C á l c u l o d e
E s t r u c t u r a s , y e n d o n d e e l t e o r e m a d e C a s t i g l i a n o - e n r e a l i d a d e x i s t e n d o s -
s e i n s e r t a d e u n m o d o a d e c u a d o .
2
a l A c . u o n . e . . ó y m o v - < l n < : . e - r U : o . 6
G , ' i
2 .
u n a s e c c i ó n - N ,
s
p o r l a s f ó r m u l a s
1 0 2 .
L a e s t r u c t u r a p l a n a m o n o d i m e n s i o n a l s e d e f i n e p o r l a s c o o r d e n a d a s d e
l a d i r e c t r i z ( x , y ) , f u n c i o n e s d e l a r c o s , a s í c o m o p o r l a s c a r a c t e r í s -
s s
t i c a s m e c á n i c a s d e l a s s e c c i o n e s : ~ , A e l , q u e c o r r e s p o n d e n a l á r e a ,
s s s
á r e a r e d u c i d a d e c o r t a n t e e i n e r c i a a f l e x i ó n , r e s p e c t i v a m e n t e .
~ f d " " · " d ( i < )
P o r o t r a p a r t e , s e s u p o n e q u e a c t u a n u n a s u e r z a s l s t r l b u l a s ,
d e i n t e n s i d a d e s p y p , y u n m o m e n t o d i s t r i b u i d o m , a s í c o m o u n a s d e
x s y s s
f o r m a c i o n e s i m p u e s t a s i n i c i a l e s ( d e b i d a s a a c c i o n e s t é r m i c a s , e r r o r e s
c o n s t r u c t i v o s , e t c . ) : E , y Y k . L o s e s f u e r z o s q u e s e p r o d u c e n e n
o s o s o s
Q y M - i n t r o d u c e n u n a s d e f o r m a c i o n e s e l á s t i c a s d a d a s
s s










( 4 . 1 )
e n d o n d e E e s e l m ó d u l o d e d e f o r m a c i ó n l o n g i t u d i n a l y G e l d e d e f o r m a -
c i ó n t r a n s v e r s a l , c u y a e x p r e s i o n e s G = E / 2 ( 1 + v ) , s i e n d o v e l c o e f i c i e n
t e d e P o i s s o n .
L o s m o v i m i e n t o s g e n e r a d o s p o r l a s d e f o r m a c i o n e s t o t a l e s - s u m a d e
l a s i n i c i a l e s y l a s e l á s t i c a s - s o n u , v y 8 . E l c o n v e n i o d e s i g n o s
s s s _
d e e s t a s m a g n i t u d e s s e h a r e p r e s e n t a d o e n s u s v a l o r e s p o s i t i v o s e n l a
f i g u r a 4 . 1 .
L o s e s f u e r z o s e n u n a s e c c i ó n g e n é r i c a s e d e d u c e n a p a r t i r d e l a s





N c o s c i
J
P x i ;
+
s e n O .











c o s c i
[ 1
Py~ d~



















s y i ; , s
( * ) E l c a s o d e u n a c a r g a p u n t u a l a i s l a d a , a p a r t e d e s u i m p o s i b i l i d a d f í
s i c a - s i e m p r e s e e n c u e n t r a r e p d r t i d a e n u n a a r e a f i n i t a - , p u e d e s e r
t r a t a d o m a t e m a t i c a m e n t e c o m o c a r g a r e p a r t i d a , m e d i a n t e l a a d o p c i ó n






- d : x
1 0 3 .
P o r o t r a p a r t e , l o s m o v i m i e n t o s d e l a s e c c i ó n A s e d e d u c e n m e d i a n t e
l a s s i g u i e n t e s e x p r e s i o n e s :
8
s
( 4 . 3 )
s i e n d o u
l
' v I y 8
1
l o s m o v i m i e n t o s d e l e x t r e m o I d e l a v i g a .
E s p o s i b l e m o s t r a r q u e e l t r a b a j o r e a l i z a d o p o r l a s f u e r z a s e x t e r i o
r e s e s i g u a l a l a e n e r g í a d e d e f o r m a c i ó n U . L a e x p r e s i ó n d e é s t a e s :
u
( 4 . 4 )
E n g e n e r a l , s i l a e s t r u c t u r a e s c o m p l e j a , l a s i n t e g r a l e s a n t e r i o -
r e s s e c o n v i e r t e n e n i n t e g r a l e s c u r v i l í n e a s a l o l a r g o d e l a d i r e c t r i z .
E l t e o r e m a d e C a s t i g l i a n o e s t a b l e c e q u e e l m o v i m i e n t o r e f i c a z c o n




( 4 . 5 )
( * ) E l c a l c u l o a n t e r i o r c o n s i d e r a l a p a r t e f r o n t a l d e l a e s t r u c t u r a a
l a s e c c i ó n A , p e r o e s p o s i b l e p l a n t e a r d e u n m o d o s e m e j a n t e , s a l -
v o c a m b i o d e s i g n o s , e l a n á l i s i s c o n r e l a c i ó n a l a p a r t e d o r s a l .
1 0 4 .
L a f o r m u l a ( 4 . 5 ) p e r m i t e c a l c u l a r e l m o v i m i e n t o e n c u a l q u i e r s e c c i ó n
d e u n a e s t r u c t u r a , m e d i a n t e e l s i g u i e n t e a r t i f i c i o :
S e i n t r o d u c e u n i n f l u j o u n i d a d ( R = 1 ) e n l a e s t r u c t u r a , e f i c a z c o n e l
a e s t e i n f l u j o
o t r a p a r t e , l o s e s f u e r z o s d e l a e s t r u c t u -
O O O
s o n N , Q , M . S e c o n s i d e r a l a s u p e r p o -
s s s
s i c i ó n d e l o s d o s e s t a d o s : e l r e a l y e l p r o d u c i d o p o r e l i n f l u j o d e m a g n i
m o v i m i e n t o q u e s e d e s e a d e t e r m i n a r . L o s e s f u e r z o s d e b i d o s
1 1 1
s e d e s i g n a n p o r N , Q , M . P o r
s s s
r a b a j o l a s a c c i o n e s e x i s t e n t e s
t u d R ,












( 4 . 6 )
s
s







L a e n e r g í a d e d e f o r m a c i o n e n e s t e n u e v o e s t a d o d e c a r g a s e s f u n c i a n
d e l a m a g n i t u d R d e l i n f l u j o , o s e a :
u = U ( R )
y , p o r l o t a n t o , s e g ú n ( 4 . 5 )
3 U I
r = 3 R l '
R = O
( 4 . 7 )
e n d o n d e R = O i m p l i c a q u e l a c a r g a R n o e x i s t e s o b r e l a e s t r u c t u r a , y s e
h a a p l i c a d o p r o v i s i o n a l m e n t e , c o n o b j e t o d e o b t e n e r l a d e r i v a d a d e l a
e n e r g í a d e d e f o r m a c i ó n U .




r = (~n + E
O
) N
' - ' o , s s
s
S i s e d e s i g n a p o r E
O
y O y
s ' ' s
l a s e l á s t i c a s y l a s i n i c i a l e s ,
t e f o r m a :
k
O
a l a s d e f o r m a c i o n e s t o t a l e s , s u m a d e
s
l a f o r m u l a ( 4 . 8 ) s e e s c r i b e e n l a s i g u i e n
fO l j ' O l j O l
r = S N d s + y N d s + k M d s
s s s s s s
. ,
( 4 . 9 )
1 0 5 .
E n l o s u c e s i v o s e d e s p r e c i a r a l a d e f o r m a c i 6 n p o r c o r t a n t e , e s d e c i r ,
s e s u p o n d r a q u e Y O = ° y l i G A = 0 , e s d e c i r y O = O .
s s s
A c o n t i n u a c i 6 n s e h a c e a p l i c a c i 6 n d e l a f 6 r m u l a ( 4 . 9 ) a s u c e s i v o s
c a s o s d e e s t r u c t u r a s a r t i c u l a d a s i s o s t a t i c a s .
4 . 2 . - E S T R U C T U R A S D E B A R R A S R E C T A S Y C A R G A S E N N U D O S
°
S i s e d e s i g n a p o r N . e l e s f u e r z o a x i l q u e s e p r o d u c e n e n l a b a r r a i
l 1
d e l a e s t r u c t u r a a c a u s a d e l a s a c c i o n e s e x t e r i o r e s y N . e l c o r r e s p o n -
l
d i e n t e a l a a c c i 6 n d e l i n f l u j o u n i d a d e f i c a z c o n e l m o v i m i e n t o q u e s e
d e s e a d e t e r m i n a r e n u n n u d o , s e o b t i e n e , a l u t i l i z a r ( 4 . 9 ) y n o e x i s -
t i r e s f u e r z o s d e f l e x i 6 n - y a q u e t o d a s l a s c a r g a s e s t a n a p l i c a d a s e n
l o s n u d o s - , l a s i g u i e n t e e x p r e s i 6 n :
o b i e n , S l
B
e s e l n ú m e r o
d e b a r r a s d e






























1 1 ° °
D a d o q u e N = N . Y N = N . s o n c o n s t a n t e s a l o l a r g o d e l a b a r r a i ,
s l S l
c u y a l o n g i t u d e s L . , Y S o = = S O ' r e p r e s e n t a l a d e f o r m a c i 6 n i n i c i a l l m
l s l S
p u e s t a ( p r o d u c i d a p o r t e m p e r a t u r a , e r r o r d e e j e c u c i 6 n , e t c ) , s e p u e d e




° s O i s s
L . L . d
1 - = f l _ S _
E D . ° E D
l s
( a l a r g a m i e n t o i n i c i a l d e l a b a r r a )
( e l o n g a b i l i d a d d e l a b a r r a , o m o v i m i e n t o e n t r e
s u s e x t r e m o s c u a n d o a c t ú a u n e s f u e r z o u n i d a d )
y s e o b t i e n e f i n a l m e n t e :




l = l l
( 4 . 1 1 )
o -




, r e p r e s e n t a l a s u m a d e l a s d e f o r m a c i o n e s e l a s t i c a s
I l O l , l
\ 6
0
, = N . L./E~.) e i n i c i a l e s ( 6
0 l
. ) .
' l J . l l
E j e m p l o 4 . 1 . - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
E n l a estruc~ura d e l a f i g u r a 4 . 2 t o d a s l a s b a r r a s t i e n e n i g u a l e l o n
g a b i l i d a d L.IE~. = 1 0 c m / t . D e t e r m i n a r e l d e s p l a z a m i e n t o h o r i z o n t a l d e l
l l
n u d o L f .
@ f ' 5 . 0 0 - - + ® , f
r Q - - - - - - - . . . . . . . ,
o
Q
. . . - - - - - - - . . . @
e - - - - - - - - e ®
E . 6 . : t a d . O ( O )
E ó . : t a d o ( 1 )
F - i . . g u J u 1 4 . Z . - D e . t e / u n ú l . a u ó n . d e . m o v h r U . e . n t 0 . 6 .
S O L U C I O N :
S e l l e v a n a c a b o d o s c a l c u l a s d e e s f u e r z o s e n c a d a u n o d e l o s e s t a -
d o s i n d i c a d o s e n l a f i g u r a 4 . 2 : e s t a d o ( O ) b a j o l a s c a r g a s r e a l e s a c t u a n
t e s , y e s t a d o ( 1 ) b a j o l a a c c i 6 n d e l i n f l u j o u n i d a d . U n a v e z c o n o c i d o s
e s t o s e s f u e r z o s s e c o n s t r u y e l a t a b l a 4 . 1 .
T a b f a 4 . 1 . - Ve.te.~n.a~on. d e . mov~e.n..:to.6 .
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S o l u c i ó n : u
4
= 3 0 c m .
1 0 7 .
ú l t i m a s c o l u m n a s d e l a t a b l a 4 . 1 : l a c o r r e s p o n d i e n t e a
- q u e s e d e d u c e n d e l c a l c u l o d e l e s t a d o a u x i l i a r ( 1 ) b a -
1 O





u n i d a d - , y
C o n v i e n e o b s e r v a r q u e p a r a o b t e n e r o t r o s m o v i m i e n t o s s o l o e s p r e c i s o
c a l c u l a r l a s
l o s e s f u e r z o s
j o e l i n f l u j o
, L o s e s t a d o s a u x i l i a r e s d e p e n d e n d e l m o v i m i e n t o q u e s e i n t e n t a c a l c u -
l a r . E n l a f i g u r a 4 . 3 s e m u e s t r a n a l g u n o s d e l o s i n f l u j o s u n i t a r i o s p r e -
c i s o s p a r a o b t e n e r l o s d i s t i n t o s m o v i m i e n t o s .
( a ) l v l o v . { y l ' u . e . r L t o v e . J L t { . c . a 1 . d e l .




( c . ) G~o d e . l a b a h h a 3 - 4 .
( E l m o m e . r L t o p u e . d e . ~M.t.U~
~ e . p o h e l . p M d e . n U e . h Z M -
d e . m ó d u l o 1 / L ) .
( b ) A C . e . h C . a m i e . r L t o h e l . a t i v o e.~e. lo~
/1udo~ 3 I j 6 .
( d ) G i h O h e l . a ; t ¿ v o e.~e. l M b e v r J T . M
3 - 4 I j 5 - 6 .
F i g U h a 4 . 3 . - IYLblujo~ uvU;tMio~ d e l . ~.tado 1 , ~e.gú.YL l M
d;be.he.rLt~ mov~e.rLto~.
S i e l m o v i m i e n t o s e r e f i e r e n o a u n n u d o d e l a e s t r u c t u r a , s i n o a u n a
s e c c i 6 n d e u n a b a r r a ( f i g u r a 4 . 4 ) , e n t o n c e s e l e s t a d o 1 p r e s e n t a , a l o l a r
g o d e l a b a r r a ( o b a r r a s ) e n l a s q u e e s t a a p l i c a d o e l i n f l u j o , u n a l e y d e
e s f u e r z o s a x i l e s v a r i b l e , a s í c o m o d e m o m e n t o s f l e c t o r e s . L a e x p r e s i o n
( 4 . 1 1 ) d e b e , p o r l o t a n t o , m o d i f i c a r s e c o m o s i g u e :
o1 0 8 .
E n e l e s t a d o ( O ) e x i s t e n e s f u e r z o s a x i l e s c o n s t a n t e s e n t o d a s l a s
b a r r a s , p o r e s t a r t o d a s l a s c a r g a s a p l i c a d a s e n l o s n u d o s . S e a N~ e l
l
e s f u e r z o e n l a b a r r a i .
+
F i 9 u / 1 . a 4 . 4 . - M o v - ú r v i . e . n t o e n u n a - 6 ec..c{_ó¡~ d e u n a b C U U t a . .
N o t a s : E l s u p e r í n d i c e O i n d i c a e s t a d o r e a l d e c a r g a s .
1 i n d i c a e s t a d o a u x i l i a r d e c a r g a s ( i n f l u j o
e f i c a z u n i d a d ) .
E l s u b í n d i c e o e x p r e s a e s f u e r z o s e n l a s b a r r a s a i s l a d o s , b a j o
l a s c a r g a s a c t u a n t e s d i r e c t a m e n t e y s u s r e a c c i o
n e s .
1 h a c e r e f e r e n c i a a l o s e s f u e r z o s d e d u c i d o s d e t o
d a s l a s c a r g a s t r a s l a d a d a s a l o s n u d o s .
1 0 9 .
E n e l e s t a d o ( 1 ) , e l e s f u e r z o a x i l e n l a b a r r a e n l a q u e a c t ú a e l
i n f l u j o e s v a r i a b l e , y v a l e :
1 1 1
N . = N l ' + N o '
l . . . l l S








q u e a p a r e c e e n l a b a r r a i d e b i d o a
E n e s t a s e x p r e s i o n e s s e h a n i n d i c a d o p o r
f u e r z o s ( v a r i a b l e s c o n l a d i s t a n c i a s e n l a
1 1
N O ' Y M
O
' l a s l e y e s d e e~
l S l S
b a r r a i ) p r o d u c i d a s p o r l a
1
s o b r e l a b a r r a i . E l v a l o r N
1 i
-
l a a c t u a c i ó n




= O ) e s e l e s f u e r z o
d e l a s c a r g a s s o b r e l o s n u d o s ( f i g u r a 4 . 4 ) .
E n l a s r e s t a n t e s b a r r a s ( q u e n o e s t á n c a r g a d a s ) e l a x i l e s c o n s t a n
1
t e - N
1 i
- y e l m o m e n t o f l e c t o r n o e x i s t e .
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r e p r e s e n t a n l o s c o n j u n t o s d e b a r r a s d e l e s t a d o 1 c a r g a
d a s , r e s p e c t i v a m e n t e , c o n e l i n f l u j o u n i d a d .
P u e s t o
O
s i
k O ' = O ,
o b t i e n e :
















' ) d sr
=







O l S m r
l S
s













( 4 . 1 2 - b )
s i e n d o 6 ? = N ? L . / E r t . + 6
0
, e l a l a r g a m i e n t o t o t a l d e l a b a r r a i e n e l e s -
l l l l l
t a d o O ( s u m a d e l a s d e f o r m a c i o n e s e l á s t i c a s e i n i c i a l ) .
N i i e s e l e s f u e r z o d e l a b a r r a i e n e l e s t a d o ( 1 ) , s u p u e s t o q u e a c t ú a n
c a r g a s e n l o s n u d o s y l a s c a r g a s e n l a s b a r r a s e s t á n t r a s l a d a d a s a s i m i s
m o a l o s n u d o s .
1 1 0 .
d e f o r m a c i o n e s e n l a s b a r r a s c o n
e l m o v i m i e n t o r . S e o b s e r v a q u e
d o s s u m a n d o s .
E l








e s e l i n c r e m e n t o d e m o v i m i e n t o r d e b í d o a l a a c t u a c i ó n d e l a s c a r g a s y
s e c c i o n e s e n l a s q u e s e d e s e a o b t e n e r
. e . . . d
e s t e l n c r e m e n t o r O e s t a c o m p u e s t o e
c o n 6~ e l a l a r g a m i e n t o d e l a b a r r a i e n e l e s t a d o 1 , c o n s i d e r a n d o l a s
l
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S O i s
N O '
d s
J _ E 1
O
l S
y c o r r e s p o n d e a l i n c r e m e n t o d e m o v i m i e n t o r p r o d u c i d o e n l a b a r r a o b a -
r r a s a i s l a d a s e n l a s q u e a c t ú a e l i n f l u j o u n i d a d , c o m o c o n s e c u e n c i a d e
l a d i s t r i b u c i ó n i n i c i a l i m p u e s t a d e d e f o r m a c i o n e s a x i l e s .
E v i d e n t e m e n t e , s i e n l a d e s c o m p o s i c i ó n d e l a s c a r g a s u n i t a r i a s ( i n -
f l u j o u n i d a d ) , q u e a c t ú a n s o b r e l a b a r r a g e n é r i c a i ( i E I
2
) , s e e l i g e n c~
m o f u e r z a s e n l o s n u d o s l a s o p u e s t a s a l a s r e a c c i o n e s e n l o s e x t r e m o s d e
a q u é l l a , s u p u e s t a b i a r t i c u l a d a e n d i c h o s e x t r e m o s - y , p o r l o t a n t o , c o n
1
m o v i m i e n t o r e l a t i v o n u l o e n t r e l o s m i s m o s - , s e o b t i e n e 6
0 i
= 0 , y l a f e r
m u l a ( 4 . 1 2 ) s e r e d u c e a l a s i g u i e n t e :
B O l O
r = ' = 1 6 , N I ' + r O
l = l l
( 4 . 1 3 )
A s í , e n e l e j e m p l o 4 . 1 a n t e r i o r m e n t e d e s a r r o l l a d o , l a t a b l a 4 . 1 , p~
r a l a d e t e r m i n a c i ó n d e m o v i m i e n t o s , c o n s e r v a s u v a l i d e z , s i e n d o p r e c i s o
s o l a m e n t e a ñ a d i r a l v a l o r a l l í o b t e n i d o e l i n c r e m e n t o d e m o v i m i e n t o d e -
b i d o a l a s d e f o r m a c i o n e s i n i c i a l e s E O s e n l a s b a r r a s i c a r g a d a s c o n e l
i n f l u j o u n i d a d .
1 1 1 .
t - - - - - E j e m p l o 4 . 2 . - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
E n l a e s t r u c t u r a r e p r e s e n t a d a e n l a f i g u r a 4 . 5 - a , d e t e r m i n a r e l m o v i
m i e n t o d e l a s e c c i 6 n c e n t r a l d e l a b a r r a 3 - 4 , s e g ú n u n a d i r e c c i 6 n q u e -
f o r m a u n a n g u l a d e 4 5 ° c o n l a v e r t i c a l . S e v e r i f i c a , p a r a t o d a s l a s b a -
r r a s ,
L./E~. = 1 0 c m / t .
1 1
S O L U C I O N :
E l e s t a d o a u x i l i a r s e m u e s t r a e n l a f i g u r a 4 . 5 - b .
L a s d i f e r e n t e s m a g n i t u d e s q u e i n t e r v i e n e n e n e l c a l c u l o s e i n d i c a n e n
l a t a b l a 4 . 2 :
BAR~A L./E~.\ N ? i ~O·=N?L./E~. ,~O' ~?
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T a . b l a . 4 . 2 • - E j e m p l o 4 . 2 . - R e . . ó u U a . d o ! . l .
S e h a h e c h o u s o d e l a f 6 r m u l a g e n e r a l ( 4 . 1 2 - a ) . E n e s t e c a s o , M ? y
k
O
· s o n n u l o s e n t o d a s l a s b 1 1 1
l S a r r a s , p o r o q u e a e x p r e s i 6 n a u t i l i z a r
e s l a ( 4 . 1 2 - b ) , e s d e c i r :
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1 1 3 .
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E l p r i m e r s u m a n d o e s , s e g ú n l a t a b l a , 1 5 v r 2 / 2 c m . E l s e g u n d o , r~, c o n s t a
- L ' 1
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A s í p u e s , e l r e s u l t a d o f i n a l e s 1 5 1 2 / 2 + 1 0 ' f i / 2 = 2 5 " ' V 2 / 2 c m .
4 . 3 . E S T R U C T U R A S D E BAR~~S R E C T A S y C A R G A S E N B A R R A S
S e p u e d e n d i s t i n g u i r a s i m i s m o d o s c a s o s : E l m o v i m i e n t o a c a l c u l a r c o r r e s
p o n d e a u n n u d o o a u n a s e c c i o n i n t e r m e d i a d e u n a b a r r a .
E n e l p r i m e r c a s o e l c a l c u l o s i g u e l a s s i g u i e n t e s e t a p a s ( f i g u r a 4 . 6 ) :
S e c a l c u l a l a e s t r u c t u r a b a j o l a s c a r g a s r e a l e s a c t u a n t e s ( e s t a d o O ) . P a r a
e l l o , e n Y a s b a r r a s e n l a s q u e e x i s t e n c a r g a s a p l i c a d a s , s e t r a s l a d a n e s t a s a
l o s e x t r e m o s , d e f o r m a i s o s t a t i c a , y s e c a l c u l a l a e s t r u c t u r a b a j o c a r g a s
e n n u d o s . L o s e s f u e r z o s e n l a s b a r r a s n o c a r g a d a s s o n d i r e c t a m e n t e l o s r e -
s u l t a d o s d e e s t e c a l c u l o (N~ = N~i); e n l a s b a r r a s c a r g a d a s , d e b e n s e r i n
c r e m e n t a d o s c o n l o s p r o d u c i d o s a l c o n s i d e r a r d i c h a s b a r r a s c o m o v i g a s som~
t i d a s a l a s a c c i o n e s d i r e c t a m e n t e a p l i c a d a s , c o n l a s r e a c c i o n e s c o r r e s p o n
d i e n t e s ( c u y o s v a l o r e s o p u e s t o s h a n s i d o i n t r o d u c i d o s e n e l c a l c u l o g e n e r a l
d e l a e s t r u c t u r a ) , e s d e c i r , l o s e s f u e r z o s e n e s t a s b a r r a s c a r g a d a s s o n v a







E l e s t a d o a u x i l i a r s e o b t i e n e , c o m o e s u s u a l , i n t r o d u c i e n d o e l i n f l u j o
u n i d a d e f i c a z c o n e l m o v i m i e n t o a d e t e r m i n a r . L o s v a l o r e s d e l o s e s f u e r z o s
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e n e s t e e s t a d o s e d e s i g n a n p o r N . .
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F i g u A a 4 . 6 . - M o v . { ; n i . e J ' d o h o r v i z o f ' l . - t a l . d e l . n u d o A .
L a f o r m u l a ( 4 . 1 0 ) s e c o n v i e r t e , e n e s t e c a s o , e n l a s i g u i e n t e :
r
B O 1
o b i e n r = . E
1
6 . N . ( 4 . 1 4 )
l = l l
s i e n d o 6~ e l a l a r g a m i e n t o t o t a l d e l a b a r r a i , q u e e s s u m a d e l o s t r e s
l
a l a r g a m i e n t o s s i g u i e n t e s :
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1 ) el
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, = f O l s
O
' d s c o n s O ' l a d e f o r m a c i o n a x i l u n i t a
l l S l S
r i a i m p u e s t a a l a s e c c i o n s d e l a b a r r a i .
1 1 5 .
3 ) P o r t r a s l a d o d e l a s c a r g a s a c t u a n t e s s o b r e b a r r a s a l o s n u d o s e x
t r e m a s ( e v i d e n t e m e n t e s o l o e x i s t e e s t e a l a r g a m i e n t o e n l a s b a r r a s
c a r g a d a s ) :
o
L . N O '




C o n v i e n e o b s e r v a r q u e s i s e e f e c t ú a e l t r a s l a d o d e l a s c a r g a s d e c a
d a b a r r a a l o s n u d o s d e m o d o q u e l a s r e a c c i o n e s a c o n s i d e r a r e n e l e s t a
d o N~i s e a n l a s d e u n a v i g a b i a r t i c u l a d a , e l v a l o r d e l a l a r g a m i e n t o 6
0 i
e s n u l o .
E l o t r o c a s o d e c a l c u l o q u e p u e d e p r e s e n t a r s e c o r r e s p o n d e a l a d e t e r
m i n a c i o n d e l m o v i m i e n t o e n u n a s e c c i o n i n t e r m e d i a d e u n a b a r r a . A l i g u a l
q u e e n e l a p a r t a d o 4 . 2 a n t e r i o r ( f i g u r a 4 . 4 ) , e l e s t a d o
a u x i l i a r 1 d e -
b e d e c a l c u l a r s e e n d o s e t a p a s l O y 1 1 ' r e s u l t a n d o l o s e s f u e r z o s s i g u i e n




















e n c a s o
l .
l . S
A p l i c a n d o l a f o r m u l a ( 4 . 1 0 ) , d e u n m o d o a n a l o g o a l o s c a s o s p r o c e d e n
t e s s e o b t i e n e e l r e s u l t a d o f i n a l :
r =
( 4 . 1 5 )













L . N O '
f l .~ d
l .




c o n j u n t o d e b a r r a s s o b r e l a s q u e a c t ú a e l i n f l u j o u n i d a d e f i c a z
c o n e l m o v i m i e n t o r .
r~ r e p r e s e n t a e l m o v i m i e n t o r p r o d u c i d o p o r l a s a c c i o n e s r e a l e s a p l i
c a d a s s o b r e l a s b a r r a s 1
1
( f u e r z a s y d e f o r m a c i o n e s ) m a s l a s r e a c -
c i o n e s i s o s t a t i c a s e n l o s n u d o s , c u y a s m a g n i t u d e s c o n t r a r i a s s e
a p l i c a n a l c a l c u l o d e l o s e s f u e r z o s N~i' E s d e c i r :
. .
1 1 6 .
o O
L . N O ' 1 L . M
O
' 1
r O o [ O l e E~s + E O l " s ) N O l ' s d s + [l(~+ k . ) M d s
' " s O E l
s
O l S O i s
D e n u e v o , s i s e c o n s i d e r a n l a s r e a c c i o n e s c o r r e s p o n d i e n t e s a l a b a -




= O , Y r e s u l t a d e n u e v o l a e c u a c i ó n ( 4 . 1 3 ) :
( 4 . 1 6 )
- - - - - - - - E j e m p l o 4 . 3 . - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
C a l c u l a r e l m o v i m i e n t o , s e g ú n l a d i r e c c i ó n d e 4 5 ° , d e l a s e c c i ó n c e n
t r a l A d e l a b a r r a 2 - 4 d e l a e s t r u c t u r a r e p r e s e n t a d a e n l a f i g u r a 4 . 7 .
T o d a s l a s b a r r a s s o n d e s e c c i ó n c o n s t a n t e , d e a r e a r ¡ = 2 0 c m
2
e i n e r c i a
4 7 - 2
1 = 5 0 . 0 0 0 c m . E l m ó d u l o d e e l a s t i c i d a d e s d e 2 , 0 x l O L m . N o e x i s -









0 ' - " - -
t2 . S f i .
l . 5 ' J 2 t , l o ' i Z
f i i
1 2 f 1 / 2
1 4 -
4 z













1 ' - 1 :
fv1~
b ) E s f a . k
0 0
e ) E s . f . . a . . M "
0
¡0 ' 3 5 4
~O~54
o ' r o ' : f
~
F i g u n a 4 . 7 . - E j e m p L o 4 . 3 .
1 1 7 .
S O L U C I O N :
E l v a l o r d e r~ s e d e t e r m i n a a p a r t i r d e l o s d i a g r a m a s ( b ) y ( e ) d e
l a f i g u r a a n t e r i o r , y s e o b t i e n e :
- 1 A r : : - 1 2 1 2 2 0
7 - 4 x 1 0 V 2 x " 2 x 2 + 7 4 8 x - 3 - =
2 x 1 0 x 2 0 x 1 0 2 x 1 0 x 5 x 1 0 x 1 0 -
- 3 - 3
- 0 , 5 x 1 0 + 7 , 3 3 x 1 0
°
r O 0 , 6 8 c m .
L a t a b l a d e c a l c u l o e s :









N l ' . L . f E r I . • N 1 .
1 1
1 1 1 1
1 - 2 0 , 0 2
- 2 1 , 8 6 - 0 , 0 5 4 6
0 , 0 2 3 8
1 - 3 0 , 0 2 1 0 , 9 3 0 , 0 2 7 3 0 , 0 0 6 0
2 - 3
0 , 0 2 - 7 , 9 2 0 , 3 5 3 6
- 0 , 0 5 6 0
2 - · 4 0 , 0 2
0 , 1 0
0 , 1 4 9 5 0 , 0 0 0 3
3 - 4 0 , 0 2
7 , 9 2
- 0 , 3 5 3 6 - 0 , 0 5 6 0
3 - 5
0 , 0 2 3 , 0 1 0 , 3 8 9 8 0 , 0 2 3 5
4 - 5
0 , 0 2 - 6 , 0 2 - 0 , 7 6 1 8 0 , 0 9 1 7
L :
0 , 0 3 3 3
T a b l a 4 . 3 . - E j 0 m p l o 4 . 3 . - C á l Q u l o d~ movimi~nto¿.
P o r o t r a p a r t e :
- n i 2 4
7 - 4 x
2 x 1 0 x 2 0 x 1 0
° 1 f i - 4
N 1 i . 6
i
= . . . , 0 , 1 0 x ; : x 1 0 = - 0 , 0 0 0 7 c m .
( i = 2 - 4 )
1 1 8 .
P o r l o t a n t o :
0 , 6 8 + 0 , 0 3 3 - 0 , 0 0 0 7 0 , 7 1 c m .
S e o b s e r v a q u e e n e s t e c a s o e l m o v i m i e n t o r
A
s e p r o d u c e f u n d a m e n t a l -
m e n t e p o r f l e x i ó n d e l a b a r r a 2 - 4 .
4 . 4 . - E S T R U C T U R A S C O N BAR~~S C U R V A S
P o r c o n v e n i e n c i a e n l a e x p o s i c i ó n s e p u e d e n c o n s i d e r a r e n e s t e t i p o
d e e s t r u c t u r a s l o s s i g u i e n t e s c a s o s : 1 ) L a s c a r g a s e s t a n a p l i c a d a s e n
l o s n u d o s y e l m o v i m i e n t o a e s t u d i a r c o r r e s p o n d e , a s i m i s m o , a u n n u d o .
2 ) L a s c a r g a s a c t ú a n t a n t o s o b r e b a r r a s c o m o s o b r e n u d o s , p e r o l o s m o -
v i m i e n t o s q u e s e d e s e a n c o n o c e r c o r r e s p o n d e n a n u d o s . 3 ) E s t e c a s o s e
r e f i e r e a l a s i t u a c i ó n m a s g e n e r a l , e s d e c i r , c a r g a s s i t u a d a s a r b i t r a -
r i a m e n t e e n l a e s t r u c t u r a , y l o s m o v i m i e n t o s a c a l c u l a r s o n d e c u a l -
q u i e r p u n t o - n u d o d e l a e s t r u c t u r a o s e c c i o n d e u n a b a r r a - o
E n e l p r i m e r c a s o , e l c a l c u l o d e l a e s t r u c t u r a i n i c i a l , e s d e c i r ,
l a d e t e r m i n a c i ó n d e l o s e s f u e r z o s N ? , d e b e l l e v a r s e a c a b o e n d o s f a -
l
s e s c o m o s e h a i n d i c a d o e n e l c a p í t u l o p r e c e d e n t e ( f i g u r a 4 . 8 ) . E n l a
p r i m e r a , s e o b t i e n e n e n l a e s t r u c t u r a - c o n l a s b a r r a s c u r v a s s u s t i t u i
°
d a s p o r b a r r a s r e c t a s q u e u n e n s u s e x t r e m o s - l o s e s f u e r z o s N
1 i
, y e n
l a s e g u n d a s e d e d u c e l a v a r i a c i o n d e e s f u e r z o s ( a x i l e s , c o r t a n t e s y
m o m e n t o s ) q u e a p a r e c e e n l a s b a r r a s c u r v a s p o r l a a p l i c a c i ó n d e l o s
e s f u e r z o s d e t e r m i n a d o s e n l a f a s e a n t e r i o r , e s d e c i r , s e p u e d e r e s u -
m i r e l c a l c u l o d e l m o d o s i g u i e n t e ( f i g u r a 4 . 8 - a ) .
a ) E s f u e r z o s e n b a r r a s r e c t a s :
N ? = N O ( n o e x i s t e n m o m e n t o s f l e c t o r e s n i e s f u e r z o s c o r t a n t e s )
l l i
b ) E s f u e r z o s e n b a r r a s c u r v a s :











N 1 i e
= F a s e - 1
" F á s e ; (
D e u n m o d o s e m e j a n t e , l o s e s f u e r z o s e n e l e s t a d o a u x i l i a r c o r r e s p o n
d i e n t e a u n i n f l u j o u n i d a d e f i c a z c o n e l m o v i m i e n t o q u e s e d e s e a c o n o -
c e r , s e o b t i e n e n c o m o s u m a d e l a s d o s f a s e s q u e s e m u e s t r a n e n l a f i g u -
r a 4 . 8 - b , e s d e c i r :
1 2 0 .
a ) E s f u e r z o s e n b a r r a s r e c t a s .
N~
l
( n o e x i s t e n m o m e n t o s f l e c t o r e s n l e s f u e r z o s c o r t a n t e s )
b ) E s f u e r z o s e n b a r r a s c u r v a s .
A p l i c a n d o l a f ó r m u l a ( 4 . 9 ) s e p u e d e o b t e n e r p a r a e l m o v i m i e n t o e f i c a z
c o n e l i n f l u j o u n i d a d d e l e s t a d o 1 , l a e x p r e s i ó n s i g u i e n t e ( s e d e s p r e c i a
l a d e f o r m a c i ó n p o r c o r t a n t e ) :
o
L . N I ' . c o s a O
~ {~l( l ) '
i~l ) 0 ~~E~~---- + S O i s ~licosa.ds +
c s
O
L . N , . . e







' N 1 • • e . d s f
l S . J . l
( 4 . 1 7 )
e 1 l o s c o n j u n t o s d e b a r r a s r e c t a s y c u r v a s , r e s p e c t i v a m e n t e ;
c
s o n l a s d e f o r m a c i o n e s a x i l y d e f l e x i ó n i m p u e s t a s i n i c i a l m e n
s i e n d o 1
r
S O ' y k O '
l S l S
t e a l o l a r g o d e c a d a u n a d e l a s b a r r a s c u r v a s , y 6
0 i
l a s d e f o r m a c i o n e s
a x i l e s i m p u e s t a s i n i c i a l m e n t e e n l a s b a r r a s r e c t a s .
L a f ó r m u l a ( 4 . 1 7 ) p u e d e e s c r i b i r s e d e l m o d o s i g u i e n t e :
r =






d o n d e
l



















. e . d s
y
s O i s
O l S
1 2 1 .
r e p r e s e n t a n r e s p e c t i v a m e n t e , l a e l o n g a b i l i d a d e q u i v a l e n t e y e l m o v i m i e n t o
r e l a t i v o e n t r e l o s n u d o s e x t r e m o s d e u n a b a r r a c u r v a g e n é r i c a i ( s e o b -
s e r v a q u e i n c l u y e n l a s d e f i n i c i o n e s c o r r e s p o n d i e n t e s a l a s b a r r a s r e c t a s ,
d a d a s p r e v i a m e n t e , c o n s i d e r a n d o q u e e n é s t a s a = O , c o s a = 1 Y e = O ) .
j e m p l o 4 . 4 .
D e t e r m i n a r l a e l o n g a b i l i d a d e q u i v a l e n t e d e u n a b a r r a c u r v a d e d i r e c -
t r i z c i r c u l a r d e r a d i o R y á n g u l o c e n t r a l 2~. L a s c a r a c t e r í s t i c a s d e l a
s e c c i ó n t r a n s v e r s a l s o n c o n s t a n t e s y d e v a l o r e s D ( á r e a ) e l ( i n e r c i a ) .
s s








F i g W t a 4 . 9 . - B e v u r . a . C . . , { ' / t c . u 1 . C U 1 . .
L a e l o n g a b i l i d a d t i e n e c o m o e x p r e s i ó n :
L
E D
2 2 . . . . 2
f~ { c o s e x + R ( c o s a - c o s 1 . / ! ) } R d a
-~ E D E l .
e s d e c i r :
L
E D
U n a g e n e r a l i z a c i ó n d e l c a s o e s t u d i a d o a n t e r i o r m e n t e c o r r e s p o n d e a l a
s i t u a c i ó n d e c a r g a s a c t u a n d o s o b r e b a r r a s . A h o r a l o s e s f u e r z o s d e l e s t a -
1 2 2 .
d o i n i c i a l - s e p r e s c i n d e d e l o s c o r t a n t e s p o r n o p r o d u c i r d e f o r m a c i o n e s -
s o n l o s s i g u i e n t e s :

































e n d o n d e l o s í n d i c e s y s u p e r í n d i c e s t i e n e n l a s i g n i f i c a c i ó n u s u a l .
L a f o r m u l a ( 4 . 9 ) s e c o n v i e r t e , e n e s t e c a s o , e n l a s i g u i e n t e :
L .
1 .
c o n E S ¿ .
1 .
L . 2 2
r 1 . ( c o s a e ) d








E S ¿ .
1 .

















L . N O '
, 1 . 1 . 8
J o l l i ' l
s
L .










e . d s
6
0 i
e s e l a l a r g a m i e n t o e l a s t i c o ( d e b i d o a l o s e s f u e r z o s ) .
6
0 i
r e p r e s e n t a e l m o v i m i e n t o ( a l a r g a m i e n t o ) r e l a t i v o e n t r e l o s
e x t r e m o s d e l a b a r r a , p r o d u c i d o p o r l a s d e f o r m a c i o n e s i n i -
c i a l e s .
1 2 3 .
E
O
' c o r r e s p o n d e a l m o v i m i e n t o r e l a t i v o e n t r e l o s e x t r e m o s d e l a b a -
l
r r a , b a j o l a a c t u a c i ó n d e l a s c a r g a s d i r e c t a m e n t e a p l i c a d a s y
l a s r e a c c i o n e s ( o p u e s t a s a l a s f u e r z a s e q u i v a l e n t e s a p l i c a d a s a
l o s n u d o s d e l a e s t r u c t u r a e n e l e s t a d o 0
1
) ,
P o r ú l t i m o , s e c o n s i d e r a e l c a s o g e n e r a l d e c a r g a s a c t u a n d o s o b r e
n u d o s y b a r r a s , y e l m o v i m i e n t o a c a l c u l a r correspondien~e a u n a s e c -
c i ó n i n t e r m e d i a d e u n a b a r r a . E n e s t e c a s o s e o b t i e n e , p a r a c a d a u n o
d e l o s e s t a d o s d e c a l c u l o :





















E s t a d o
1
( b a j o l a








i · c o s a








N l i · e
1 .
1 . S
d e l i n f l u j o u n i d a d e f i c a z c o n e l m o v i m i e n t o ) :
S e h a n c o n s i d e r a d o t o d a s l a s b a r r a s c u r v a s , y a q u e , e 1 c a s o p a r t i c u l a r
d e b a r r a r e c t a c o r r e s p o n d e a c o s O : . : : : 1 y e : : : O . E l s i g n i f i c a d o d e l o s s u b -
í n d i c e s y s u p e r í n d i c e s e s e l d e l o s a p a r t a d o s a n t e r i o r e s .
1 a f o r m u l a
( 4 . 9 ) s e
t r a n s f o r m a e n l a







( 4 . 1 9 - a )
r : : :









1 . : : : 1 .
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' . e ) d s
L l
O i











+ O í s
e ) d s
( 4 . 1 9 - b )
=
J O
( - - - c o s a












+ O i s
e ) d s
=
c o s a
l E D E l
s
s
1 2 4 .
O





S O ' ) N O '
l S l S
M
O
+ ( O i . § . + k ) M
1
} d




e s e l c o n j u n t o d e b a r r a s s o b r e l a s q u e a c t ú a e l i n f l u j o u n i d a d
e f i c a z c o n e l m o v i m i e n t o r .
L a f o r m u l a ( 4 . 1 9 ) e s l a m a s g e n e r a l e i n c l u y e a t o d a s l a s a n t e r i o r e s .
S i l a s f u e r z a s q u e a c t ú a n e n l o s e s t a d o s O y 1 . s e d e s c o m p o n e n d e f o r
m a t a l q u e l a s r e a c c i o n e s c o r r e s p o n d a n a l a s d e u n a b a r r a b i a r t í c u l a d a
e n s u s e x t r e m o s , e n e s e c a s o l o s v a l o r e s d e Z i
O i
y 6~ s o n n u l o s .
r - - - - - E j e m p l o
F~g~a 4 . 1 0 . - E j e m p ! o 4 . 5 .
H a l l a r e l m o v i m i e n t o d e l p u n t o A , s e g ú n l a d i r e c c i ó n d e 4 5
Q
, e n l a
e s t r u c t u r a r e p r e s e n t a d a e n l a f i g u r a 4 . 1 0 . L a b a r r a 2 - 4 e s c i r c u l a r ,
d e r a d i o 8 m , c o n s e C C l o n t r a n s v e r s a l d e a r e a D = 2 0 c m
2
e i n e r c i a 1 =
5 0 . 0 0 0 c m
4
. L a s e c c i ó n d e l a s r e s t a n t e s b a r r a s e s D = 2 0 c m
2
_ E l m ó d u -
~~O
f ' - - - - -.~- ---'A~










1 2 5 .
to.25~
, V 2 / 2
t V 3 . / z
~-:--':-==::-'~-
A fA . O ' : f : 2 .
~ ~- - - - - - -
t o
I
F " ¿ g U J 1 . . a . 4 . 1 1 . - E j e m p L o 4 . 5 . - V e l > c . o m p 0 . 6 " ¿ u ó n d e , L a J . J c . a . J t g a J . J q u e . a d . ú . a . n
. 6 o b J t e . b a . J t J t M .




e x i s t e n d e f o r m a c i o n e s i n i c i a l e s e n l a s b a r r a s .
S O L U C I O N :
L 8 0 0
B a r r a s r e c t a s : E : : ¿ = - - - : : 7 : : - - - - - . . . . . , . . . 4 = 0 , 0 2 c m / t .
2 x l O x 2 0 x l 0
B a r r a c u r v a :
1 2 6 .
N o
L
E : : ¿
0 , 0 1 9 1 + 0 , 0 5 1 0 = 0 , 0 7 c m / t .
L o s d i f e r e n t e s e s t a d o s d e c a l c u l o , c o r r e s p o n d i e n t e s a l a s d e s c o m p o -
s i c i o n e s d e c a r g a s e n b a r r a s p o r s u s c a r g a s e q u i v a l e n t e s e n n u d o s , s e
m u e s t r a n e n l a f i g u r a 4 . 1 1 .
L a s l e y e s d e e s f u e r z o s e n l a b a r r a c i r c u l a r e n a m b o s e s t a d o s d e c a r




J 5 s e n l j J
1 - 5 s e n l j J
e n 2 - A
e n A - 4
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O i s 1
4 0 ( 2 " - s e n l j J )
e n 2 - A




~ 0 , 2 5 9
= 1 - 0 , 4 4 8
s e n l j J + 0 , 7 0 7 c o s l j J














. 0,4í+8(~ - s e n l j ; )
e n 2 - A
e n A - 4
O 1
L o s e s f u e r z o s N I " y N , " , o b t e n i d o s m e d i a n t e e l m é t o d o g r a f i c o d e
l _ l
C r e m o n a , a p a r e c e n r e f l e j a d o s e n l a t a b l a 4 . 4 .
1 2 7 .
P a r a l a b a r r a c u r v a , s e t i e n e : E~ = 2 x l 0
7
x 2 0 x l 0 -
4
= 4 x l 0
4
t
E l = 2 x l 0
7
x 5 x 1 0
4






P o r l o t a n t o :
o O




1 { l S l S }
°~ c o s a +~ e d s ,
s s
e s d e c i r :
° °
- f 4 0 s e r n j J c o S I j J c 1 4 J + f 6 4 2 0 + 4 0 s e n 1 ) ! 1
D o
0 1
' - - ( c o s \ ) ! - - 2 ) d l l , +
T I 4 x l 0 4 T I 1 0
4
' Y
- 6 - 6
T I
40senwcos~ d , l , + f 6
6 4
2 0 - 4 0 s e n 1 ) ! , , / , 1 ) . ,
- - ~ ° 4 ~cos~ - 2 a W =




2 x 1 5 5 . 1 7 x l 0 m .
c m / t
,




3 , 1 0 3 c m .
c m
A 0 . i ° 1
D i D o . N
l
·
1 i 1 1
i
:
¡ - O 4 6 0




1 - 2 0 , 0 2















0 , 0 2
- 5 , 7 5
0 , 7 0 7
: - 0 , 1 1 5
° °






2 - 3 0 , 0 2
5 , 7 5 - 0 , 3 0 0
í
0 , 1 1 5
° °
0 , 1 1 5 ¡ - 0 , 0 3 5
° °
!
: - l , O O S
i
2 - 4 0 , 0 7
- 1 4 , 4 0 - 0 , 5 6
°
3 , 1 0 3
2 , 0 9 5 1 - 1 , 1 7 3
I
0 , O S 4





0 , 0 2
- 5 , 7 5 0 , 3 0 0 - 0 , 1 1 5
°
°





0 , 0 2
°









0 , 0 2
°















- 1 , 3 2 4
1





T a b l a 4 . 4 . - E j 0 m p l o 4 . 5 . - C á l c u l o d e mov~ento~.
1 1
1 L . N O ' M
O
'
D o f 1~ c o s a +~ e } d s e s d e c i r :
i = ° E~ E l
s s
1 0 , S d l j J O .
D o . = fTI(0,259sen:IjJ+0,707cos1)!)cos~j--4 + f
T I
1 , 2 , 0 7 2 ( O , 5 + s e D t ¡ J ) +
1 - 6 4 x l 0 T I - " 6
}
c o s l j J - O 5 , 1 , r 6 , 1 , S d 1 ) !
+ 5 , 6 5 6 ( c o s 1 ) ! - 0 , S 6 6 ) ' 4 ' Sd~~JO -0,44Ssen1)!cos~ 4 +





3 , 5 S 4 ( 0 , 5 - s e n 1 ) ! ) ( c o s 1 ) ! - 0 , 5 ) = S , 4 0 5 x l 0 m
1 0
4
Do~ = 0 , O S 4 c m .
1 .
1 2 8 .





+ r l l S M d
. O - - n - 1 O i s ' s
s
o s e a :
O O S~
r O = I T I 5 s e n " l j ! ( O , 2 5 9 s e n " l j ! + 0 , 7 0 7 c o s t l J ) 4 +
- 6 " 4 x 1 0
T I
6 " 2 S d , " l j !
l O 5 x O , 4 4 8 s e n " l j ! - _ . . . - +
4 x 1 0 -
4
+ f O (20+40senljJ)(2,072senl~+5,656cosl/!-3,S62)S d 4 J +





( 2 0 - 4 0 s e ! I I . / J ) ( l , 7 9 2 - 3 , 5 8 4 s e n ' " l j ! ) ~
1 0 ' +
4 . 2 5 3 c m .
A s í p u e s , l a f l e c h a e s :
4 2 5 , 2 8 8 x 1 0 -
4
m .
r = - 1 . 3 2 4 - 1 . 2 1 0 + 4 . 2 5 3
4 . 5 . - G E N E R A L I Z A C I O N D E L C O N C E P T O D E B A R R A
L o s r e s u l t a d o s d e l o s a p a r t a d o s a n t e r i o r e s p u e d e n a p l i c a r s e a u n a
e s t r u c t u r a c o m p u e s t a d e s u b e s t r u c t u r a s , e n d o n d e c a d a u~a d e e l l a s s e
u n a c o n e l r e s t o d e l a e s t r u c t u r a g e n e r a l m e d i a n t e d o s n u d o s ú n i c a m e n -
t e ( f i g u r a 4 . 1 2 ) .
E n e s t e c a s o , l a d e t e r m i n a c i ó n d e l m o v i m i e n t o d e u n n u d o s i g u e l a
p a u t a a n t e r i o r m e n t e i n d i c a d a ( f i g u r a 4 . 1 3 ) , g e n e r a l i z a n d o l o s c o n c e p -
t o s d e e l o n g a b i l i d a d , d e f o - r m a c i o n e s i n i c i a l e s i m p u e s t a s y d e f o r m a c i o -
n e s d e b i d a s a l t r a s l a d o d e l a s c a r g a s , c o m o s e m u e s t r a a c o n t i n u a c i ó n :
F i g W 1 . a . 4 . 1 2 , - E - 6 : t J u . L c . : t . w r . a c . o m p u e - ó . : t a
P a r a l a o b t e n c i ó n d e l m o v i m i e n t o r e s n e c e s a r i o e l c a l c u l o d e e s f u e r
z a s e n d o s e s t a d o s : E n e l p r i m e r o a c t ú a n t o d a s l a s f u e r z a s y d e f o r m a c i o -
n e s r e a l e s . E l s e g u n d o e s t a d o c o r r e s p o n d e a l a a c c i ó n d e l i n f l u j o u n i d a d
e f i c a z c o n e l m o v i m i e n t o r . S e d e d u c e a s í , t r a s l a a p l i c a c i ó n d e l a f ó r -
m u l a ( 4 . 9 ) , l a s i g u i e n t e e x p r e s i ó n g e n e r a l :
B O l O 1 O








· 6 . ) + r O
1 = 1 1 l E 1 1 1
( 4 . 2 0 )
O 1
e n d o n d e : N i ' y N . s o n l o s e s f u e r z o s q u e s e p r o d u c e n e n l a s b a r r a s d e l a
1 1
e s t r u c t u r a , s u s t i t u y e n d o l a s b a r r a s c u r v a s y s u b e s t r u c t u r a s p o r b a r r a s
r e c t a s q u e u n e n s u s e x t r e m o s .
6 ? e s l a d e f o r m a c i ó n t o t a l d e l a b a r r a i , c u y a e x p r e s i ó n e s
1
1 3 0 .
E s t a s e x p r e s i o n e s p a r a l a s b a r r a s c u r v a s h a n s i d o d a d a s e n ( 4 . 1 9 a ) ,





1 i E r 2 .
l
( d e f o r m a c i ó n e l a s t i c a )






.Z\N~ . ) 2
l




• • N . .
=
E r 2 .
J =
J l J
J = l ' l J
E r 2 . .
l ] . J
1
N . . e l e s f u e r z o q u e ap~
l J
j d e d i c h a s u b e s t r u c t u r a b a j o l a a c c i ó n d e u n a x i l u n i -
c o n B . e l n ú m e r o d e b a r r a s d e l a s u b e s t r u c t u r a i ,
l
r e c e e n l a b a r r a
d a d ( d o s f u e r z a s o p u e s t a s a p l i c a d a s e n l o s n u d e s e x t r e m o s d e l a s u b e s t r u c
t u r a y e n l a d i r e c c i o n d e l a r e c t a q u e l o s u n e ) .
( d e f o r m a c i o n i n i c i a l )
1 1
1 1 . . = N . . . L . . /E~ . . e s l a d e f o r m a c i o n e l a s t i c a c o r r e s p o n d i e n t e d e l a
l J l J l J l J













( N O " /E~ . . ) . L . .
J = ' l J l J l J
1
• N . .
l J
( d e f o r m a c i o n d e b i d a a l t r a s l a d o d e l a s
f u e r z a s e q u i v a l e n t e s a l o s n u d o s e x -






. L : 1 N O " / E r 2 . . ) . L . .
J = l J l J l J
1
• N . •
l J
( d e f o r m a c i o n d e b i d a a l t r a s l a d o d e l i n
f l u j o u n i d a d o l o s n u d o s e x t r e m o s d e
l a s u b e s t r u c t u r a )
r~ e s e l m o v i m i e n t o ' r d e b i d o a l a s a c c i o n e s r e a l e s a c t u a n d o e n l a s b a
r r a s 1
1
, s u p u e s t a s s u s t e n t a d a s p o r l a s r e a c c i o n e s c u y o s v a l o r e s o p u e s t o s
h a n s e r v i d o p a r a e l c a l c u l o d e l o s e s f u e r z o s N~i' E l c o n j u n t o d e b a r r a s 1
1
c o r r e s p o n d e a a q u é l l a s e n l a s q u e s e a p l i c a e l i n f l u j o u n i d a d .
1 3 1 .
r - - - - - - E j e m p l o 4 . 6 . - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
" . 0 0 $ . 0 0 3 . 0 0 ~.oo





: ; ¿ = 1 0 c m
2
e n t o d a s l a s b a r r a s
d e l a s u b e s t r u c t u r a .
: ; ¿ = 2 0 c m
2
e n l a s b a r r a s r e s -
t a n t e s .
F~guna 4 . 7 4 . - E j 0 m p l o 4 . 6 .
O b t e n e r e l m o v i m i e n t o v e r t i c a l d e l n u d o A d e l a c e l o s í a r e p r e s e n t a d a
e n l a f i g u r a a n t e r i o r .
S O L U C I O N :
F~guna 4 . 7 5 . - S u b e - ó t J r . u c X u n a : E - ó 1 : a d o - ó a u . x . , ¿ , ¿ ¿ a J t e - ó .
E n l a f i g u r a 4 . l 5 s e m u e s t r a n l o s e s t a d o s a u x i l i a r e s n e c e s a r i o s p a r a
s u s t i t u i r l a s u b e s t r u c t u r a p o r u n a b a r r a e q u i v a l e n t e q u e u n a s u s n u d o s
e x t r e m o s 1 y 8 .
L o s d i f e r e n t e s r e s u l t a d o s d e l c a l c u l o d e l a s u b e s t r u c t u r a s e i n c l u y e n
e n l a t a b l a 4 . 5 .
L a e l o n g a b i l i d a d e q u i v a l e n t e d e l a s u b e s t r u c t u r a e s :
L .
~
E : ; ¿ .
~
- f J .










































A d e m a s :




= 6 6 . 1 1 6 x 1 0
1 - 4
L . - 1 9 7 . 1 5 4 x l 0
l
o - 4
r O = 3 6 3 4 . 0 1 L f x 1 0 c m .
L o s e s t a d o s d e c a l c u l o e n l a e s t r u c t u r a g l o b a l s e r e p r e s e n t a n e n
l a f i g u r a 4 . 1 6 .
¡4 4 . 2 5 ~ g . = t 5
@ fit---~®--e . . . , , 4 0
F . - é g w w . . 4 . 1 6 , -
E . ó : U t u c t u . J z . a 9 l o b O v t •
E . ó : t a d O J . >
d e . c . l i t c . u . l o .
y l o s r e s u l t a d o s s e a g r u p a n e n l a t a b l a








x l 0 -
4




c m / t O O )




















- 1 7 . 2 5
¡ ~O.58
-3~50.0
O O - 3 4 5 0 ¡




- 1 . 5 0
!
0 . 2 9 - 3 0 0 . 0 O O
- 3 0 0 I
O




4 . 2 5 0 . 0 0 8 5 0 . 0
O O
8 5 0 I O
0 . 0 0
O
2 - 4
2 3 6 . 5 5 4
- 1 0 . 7 5
' - 0 . 2 9
- 2 5 4 3 . 0
¡
O
) 6 6 . 1 1 6
- 2 4 7 7 1 -
1
9 7 . 1 5
7 1 8 . 3 3 2 1 1 9 . 3 6
I
I
3 - 4 2 0 0
- 4 . 2 5 O - 8 5 0 . 0 O O
- 8 5 0 !
O 0 . 0 0 O
3 - 5 2 0 0
2 . 7 5 0 . 2 9 5 5 0 . 0 O O
I
5 5 0 i
· 0 1 5 9 . 5 0 O
I
, i
6 6 7 . 0 04 - 5
2 0 0
- 5 . 7 5 - 0 . 5 8 - 1 1 5 0 . 0
O O




3 4 5 8 . 8 3 x l 0 -
4
2 1 1 9 . 3 6 x l 0 -
4
T A B L A 4 . 6 . - E j e m p l o 4 . 6 . R e s u l t a d o s
P o r l o t a n t o , r
- 4
( 3 4 5 8 . 8 3 + 2 1 1 9 . 3 6 + 3 6 3 4 , 0 1 ) x 1 0 c m .
r = 0 . 9 2 c m .
1 3 4 .
4 . 6 . D E T E R M I N A C I O N G R A F I C A D E M O V I M I E N T O S
4 . 6 . 1 . I n t r o d u c c i ó n
E l m e t o d o d e c a l c u l o d e m o v i m i e n t o s e n u n a e s t r u c t u r a a r t i c u l a d a q u e
s e h a d e s c r i t o e n l o s a p a r t a d o s a n t e r i o r e s e x i g e , p a r a c a d a m o v i m i e n t o ,
l a o b t e n c i ó n d e l o s e s f u e r z o s N~ d e s u c o r r e s p o n d i e n t e e s t a d o a u x i l i a r .
l
E n m u c h o s c a s o s - e n l o s q u e s e n e c e s i t a c o n o c e r t o d o s o l a m a y o r í a d e
l o s m o v i m i e n t o s d e u n a e s t r u c t u r a , o b i e n s u d e f o r m a d a - p u e d e s e r m á s l n
t e r e s a n t e p r o c e d e r a s u d e d u c c i ó n d e u n m o d o g r á f i c o m e d i a n t e u n p r o c e d i
m i e n t o d e b i d o a W i l l i o t .
E n e s e m e t o d o s e s u p o n e q u e s e c o n o c e n l o s m O V l m l e n t o s r e l a t i v o s e n -
t r e l o s e x t r e m o s d e l a s b a r r a s ( o d e f o r m a c i o n e s t o t a l e s ) , 6~, d e b i d o s a
l
l a s a c c i o n e s e x t e r i o r e s , e s d e c i r , o b t e n i d o s m e d i a n t e l a s u m a d e l a s d e -
f o r m a c i o n e s e l á s t i c a s , i n i c i a l e s y d e t r a s l a d o d e l a s c a r g a s e n l a s b a -





A e f e c t o s d e i n t r o d u c i r e l m e t o d o d e W i l l i o t , s e c o n s i d e r a e l s i -












F i g L U t a 4 . 1 7 . - V . ¿ a g J t a m a d e w a u c : t .
1 3 5 .
S e c o n o c e n l o s m o v i m i e n t o s d e d o s n u d o s 1 y 2 ( T I y T
2
) y s e p r e t e n d e
d e t e r m i n a r e l m o v i m i e n t o T
3
d e o t r o n u d o 3 , u n i d o a l o s a n t e r i o r e s p o r
O O










o b t e n c i ó n d e l m o v i m i e n t o r
3
s e
d e d u c e
s e g ú n
e l
e s q u e m a d e l a f i g u -
r a 4 . 1 7 ( a ) . A l l í s e
s i t ú a n p r i m e r a m e n t e
l a s p o s i c i o n e s d e f o r m a d a s d e l o s




s e d e s i í ! l l a n p o r 1 '
Y
2 '
r e s p e c t i v a m e n t e . L a s b a r r a s 1 - 3
y 2 - 3 s e t r a s l a d a n a l a s p o s i c i o n e s 1 ' - 3 ' 1 y 2 ' - 3 ' 2 ' Y s e l e s a ñ a d e n l a s
d e f o r m a c i o n e s f i n a l e s c o n o c i d a s 6~_3 y 6~_3 - q u e e n l a f i g u r a s e s u p o n e n
a l a r g a m i e n t o s - , l o q u e d a o r i g e n a d o s p o s i c i o n e s d e l n u d o 3 , d e s i g n a d a s




, L a s b a r r a s p u e d e n g i r a r , s i n m o d i f i c a r s u s l o n g i t u d e s d e f o ! .
m a d a s , a l r e d e d o r d e l o s n u d o s 2 y 3 - e n s u s p o s i c i o n e s f i n a l e s 2 ' y 3 ' - ,
d e m o d o q u e e l m o v i m i e n t o d e l n u d o 3 s e a ú n i c o . D a d a l a h i p ó t e s i s d e l i -





- 3 ' s o n r e c t a s n o r m a l e s a l o s r a d i o s o d i r e c c i o n e s d e l a s b a r r a s 1 - 3
y 2 - 3 . D e e s t e m o d o s e d e d u c e e l m o v i m i e n t o d e l n u d o 3 . E s c o n v e n i e n t e
r e a l i z a r e s t a c o n s t r u c c i ó n s e g ú n s e i n d i c a e n l a f i g u r a 4 . 1 7 ( b ) , e n do~
d e l a s p o s i c i o n e s r e a l e s d e l o s n u d o s y b a r r a s d e l a e s t r u c t u r a n o s e r e
p r e s e n t a n , y s í s o l a m e n t e l o s m o v i m i e n t o s y d e f o r m a c i o n e s , p o r l o q u e p u e d e
u s a r s e u n a e s c a l a s u p e r i o r y c o n s e g u i r u n a m a y o r c l a r i d a d e n e l d i b u j o .
E s t e d i a g r a m a s e d e n o m i n a d e W i l l i o t , y e n é l s e r e p r e s e n t a n l o s m o v i -





r e f e r i d o s a u n o r i g e n c o m ú n O ;
a p a r t i r d e
O O
s u s











g ú n l a d i r e c c i ó n d e l a b a r r a r e s p e c t i v a ,
y
c o n s e n t i d o
d e l n u d o c o n o c i
d o a l d e s c o n o c i d o , s i e s a l a r g a m i e n t o y a l c o n t r a r i o , s i e s a c o r t a m i e n t o .
L a s p e r p e n d i c u l a r e s p o r l o s e x t r e m o s d e e s t o s a l a r g a m i e n t o s d e t e r m i n a n
u n í v o c a m e n t e e l m o v i m i e n t o d e l n u d o 3 , e s d e c i r T
3
= 0 3 .
U t i l i z a n d o d e u n m o d o r e i t e r a d o l a c o n s t r u c c i ó n a n t e r i o r , e s p o s i -
b l e d e t e r m i n a r g r a f i c a m e n t e l o s m o v i m i e n t o s d e u n a e s t r u c t u r a a r t i c u l a
d a . S e c o n s i d e r a n a c o n t i n u a c i ó n v a r i o s c a s o s .
4 . 6 . 2 . - G i r o d e u n a b a r r a y m o v i m i e n t o d e u n o d e s u s n u d o s e x t r e m o s c o -
n o c i d o s
L a e s t r u c t u r a d e l a f i g u r a 4 . 1 8 c o r r e s p o n d e a e s t e c a s o , y s u d e f o r
m a d a s e d e t e r m i n a m e d i a n t e a p l i c a c i ó n s u c e s i v a d e l a c o n s t r u c c i ó n d e W i
H i o t .
. . . . ,
~ . , 1
#----....:...----~2~---"
4
j ¡ ¡ r ~
/




F i g u A a 4 . 1 8 . - E . ó . : t J t u c ; t u A a . C . O f ' l m o v h n t e . n t o d e . t f ' l u d o 1 ( n t U . o ) ! j
b~a 1 - 2 . ó i n g A A O .
E j e m p l o 4 . 7 . - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
. . . . .-~--. . . . - - - - . . y
F i g u A a . 4 . 1 9 . - E j e m p l o 4 . 7 .
H a l l a r l o s m o v i m i e n t o s d e t o d o s l o s n u d o s d e l a e s t r u c t u r a d e l a f i
g u r a , s u p u e s t o q u e t o d a s l a s b a r r a s s u f r e n d e f o r m a c i o n e s t o t a l e s i g u a l e s
a 3 m m . L o s s i g n o s s e i n d i c a n e n l a p r o p i a f i g u r a 4 . 1 9 : a l a r g a m i e n t o ( + ) ;
a c o r t a m i e n t o ( - ) .
S O L U C I O N :
E n l a f i g u r a 4 . 2 0 s e h a d i b u j a d o e l d i a g r a m a d e W i l l i o t , q u e c o n d u c e
a l o s m o v i m i e n t o s q u e s e r e s u m e n e n l a t a b l a 4 . 7 .















1 0 . 8
:
- 7 . 9
,
5
1 5 . 2
,
- 1 . 7
6 1 8 . 1
,
- 8 . 8
7
7 . 8
: - 1 1 . 1
N U D O
m o v i m i e n t o s ( m m )
u v
T a b i a 4 . 7 . - E j e m p i o 4 . 7 .
R r u u L t a d o . ó .
U g L U l a 4 . 2 O . E j e m p i o 4 . 7 . V i a g l L a m a d e . W~o:t
4 . 6 . 3 . - M o v i m i e n t o d e u n n u d o y l a d i r e c c i ó n d e l m o v i m i e n t o d e o t r o c o n o -
c i d o s
E s t a s i t u a c i ó n e s m u y f r e c u e n t e e n l a p r a c t i c a , y a q u e n o r m a l m e n t e u n a
e s t r u c t u r a i s o s t a t i c a s e s u s t e n t a d e m o d o q u e u n n u d o e s t a f i j o (movimien~
t o c o n o c i d o n u l o ) y o t r o e s u n a p o y o d e s l i z a n t e ( d i r e c c i ó n d e l m o v i m i e n t o
c o n o c i d a ) . E l p r o c e d i m i e n t o a s e g u i r c o n s i s t e e n s u p o n e r p r o v i s i o n a l m e n t e
q u e u n a b a r r a d e l a s q u e a c o m e t e n a l n u d o c o n m o v i m i e n t o c o n o c i d o t i e n e
u n g i r o d a d o ( n u l o n o r m a l m e n t e ) , y l l e v a r a c a b o e l d i a g r a m a d e W i l l i o t
d e a c u e r d o c o n l o i n d i c a d o e n e l a p a r t a d o a n t e r i o r . D e e s t a f o r m a s e d e -
~terminan l o s m o v i m i e n t o s d e t o d o s l o s n u d o s y , e n p a r t i c u l a r , e l c o r r e s -
p o n d i e n t e a l n u d o c u y a d i r e c c i ó n d e m o v i m i e n t o e s t a e s p e c i f i c a d a . P a r a
q u e l a e s t r u c t u r a s e a c o m p a t i b l e , e s d e c i r , p a r a q u e e l m o v i m i e n t o c o r r e s
p o n d i e n t e a l a p o y o d e s l i z a n t e s e a c o n c o r d a n t e c o n l a l i b e r a l i z a c i ó n e n d i
c h o n u d o , s e p r o c e d e a l g i r o d e l a e s t r u c t u r a a l r e d e d o r d e l n u d o f i j o ( o
c o n m o v i m i e n t o c o n o c i d o ) . E l p r o c e d i m i e n t o o p e r a t i v o s e i l u s t r a e n e l eje~
p l o s i g u i e n t e .
1 3 8 .
_ - - - E j e m p l o 4 . 8 . - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
D e t e r m i n a r l a d e f o r m a d a d e l a e s t r u c t u r a d e l a f i g u r a 4 . 2 0 ( a ) , supue~
t a s c o n o c i d a s l a s d e f o r m a c i o n e s t o t a l e s d e t o d a s s u s b a r r a s , c o n l o s s i g -
n o s q u e s e i n d i c a n e n l a m i s m a : ( + ) a l a r g a m i e n t o y ( - ) a c o r t a m i e n t o .
S O L U C I O N :
S e s u p o n e q u e l a b a r r a 1 - 2 p e r m a n e c e f i j a ( s i n r o t a c i 6 n ) , p o r l o q u e
s e p u e d e d i b u j a r e l d i a g r a m a d e W i l l i o t d e l a f i g u r a 4 . 2 0 ( b ) . S e o b s e r v a
- +
q u e e l n u d o 4 e x p e r i m e n t a , a s í , u n m o v i m i e n t o r 4 : : : 0 4 I q u e n o e s c o m p a t i
b l e c o n e l a p o y o d e s l i z a n t e , d e b i e n d o a n u l a r s e l a c o m p o n e n t e n o r m a l a l a
d i r e c c i 6 n d e r o d a d u r a . E l l o s e l l e v a a c a b o m e d i a n t e u n m o v i m i e n t o d e s 6
l i d o r í g i d o d e l a e s t r u c t u r a ( l ) , c o m p a t i b l e c o n s u s c o n d i c i o n e s d e s u s - -
t e n t a c i 6 n . D i c h o m o v i m i e n t o d e s 6 1 i d o r í g i d o c o r r e s p o n d e , e n e s t e c a s o ,
a u n g i r o a l r e d e d o r d e l n u d o 1 ( f i g u r a 4 . 2 0 - c ) . S u m a g n i t u d e v i e n e d e f i
n i d a e n f u n c i 6 n d e l v e c t o r 4~4" ( f i g u r a 4 . 2 0 - c ) , t a l q u e e l m o v i m i e n t o
- + - - +
f i n a l d e l n u d o 4 - o b t e n i d o c o m o s u m a d e 0 4
1
( f i g u r a 4 . 2 0 - b ) m a s 4 - 4
1 1
- t e n
g a l u g a r e n l a d i r e c c i 6 n d e r o d a d u r a - a 4 5 ° , e n e s t e c a s o - ( f i g u r a 4 . 2 0 - d ) .
L a c o n s t r u c c i 6 n a n t e r i o r p u e d e s e r e f e c t u a d a e n e l p r o p i o d i a g r a m a d e







) l o s o r i g i n a d o s p o r e l g i r o d e l a e s t r u c t u r a a l r e d e d o r d e 1 (fig~
r a 4 . 2 0 - c ) .
D i c h a c o n s t r u c c i 6 n c o n j u n t a s e r e f l e j a e n l a f i g u r a 4 . 2 0 ( e ) . S e obse~
v a q u e l o s o r í g e n e s d e l o s v e c t o r e s c o r r e s p o n d i e n t e s a l o s m o v i m i e n t o s f i
n a l e s ( l l l , 2 " , 3 " , 4 " ) g e n e r a n u n a f i g u r a h o m o t e t i c a d e l a e s t r u c t u r a ( f i g u -
r a 4 . 2 0 - f ) , a u n q u e g i r a d a 9 0 ° . E l v a l o r d e l a h o m o t e c i a v i e n e d a d o p o r e l
a n g u l o e , y a q u e d e b e n v e r i f i c a r s e , h a b i d a c u e n t a d e l a h i p 6 t e s i s d e l i -









( 1 ) L a s d e f o r m a c i o n e s t o t a l e s d e l a s b a r r a s n o d e b e n v e r s e a f e c t a d a s .
. 3
a ) E s t r u c t u r a .
1 3 9 .
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. . . ' !
. . . . . . . . . . . . 4 ' 1
c ) R o t a c i ó n a l r e d e d o r d e l .
/~
p a r a l e l a a
l a d i r e c c i ó n
d e l m o v i m i e n
t o d e r o t a -
c i ó n d e l n u d o
4 .
4 '
p a r a l e l a a l a d i -
r e c c ¡ ó n d~ r o d a d u
r a 4 " 4 ' e s e l m o -
v i m i e n t o f i n a l d e l
n u d o 4 .
? J I
4 '
d ) D e s c o m p o s i c i ó n d e l m o v i m i e n t o d e l n u d o 4 .
4 "
~" "
~ ~_ _ - - + 2
f ) F i g u r a h o m o t e t i c a g i r a d a d e l a
e s t r u c t u r a .
e ) D i a g r a m a f i n a l d e W i l l i o t .
F~g~a 4 . 2 0 . - E¿~uct~a ~on u n a p o y o b~jo y o~o m ó v i l .
1 4 0 .
A s í p u e s , l o s m o v i m i e n t o s f i n a l e s d e l o s n u d o s q u e d a n d e f i n i d o s p o r
- + - +
l o s v e c t o r e s v . i " i
l
( f i g u r a 4 . 2 0 - e ) .
l
A v e c e s , y e n p a r t i c u l a r e n e s t r u c t u r a s s i m é t r i c a s , e s c o n v e n i e n t e , d e s
d e e l p u n t o d e v i s t a d e l d i b u j o , c o m e n z a r e l d i a g r a m a d e W i l l i o t p o r u n n u -
d o i n t e r m e d i o , c u y o m o v i m i e n t o n o e s c o n o c i d o d e a n t e m a n o .
E n p r i n c i p i o s e p u e d e s u p o n e r n u l o ( o u n v a l o r e s p e c i f i c a d o c o n v e n i e n -
t e ) y p r o c e d e r a l d i b u j o d e l d i a g r a m a d e W i l l i o t . E l m o v i m i e n t o d e l n u d o
c o n d e s p l a z a m i e n t o s c o n o c i d o s ( a p o y o f i j o ) s e c o m p a t i b i l i z a m e d i a n t e u n a
t r a s l a c i ó n o p u e s t a a l m o v i m i e n t o d e l a p o y o , l o q u e , d e h e c h o , e q u i v a l e a
u n c a m b i o d e o r i g e n e n e l d i a g r a m a d e W i l l i o t , e l c u a l c o r r e s p o n d e , a h o r a
a l p u n t o f i j o d e l a e s t r u c t u r a . A c o n t i n u a c i o n , y c o n e s t e n u e v o o r i g e n ,
s e p r o c e d e c o m o s e h a i n d i c a d o e n e l e j e m p l o a n t e r i o r c o n r e l a c i ó n a l ap~
y o m ó v i l .
E s t a s i d e a s s e i l u s t r a n e n e l e j e m p l o s i g u i e n t e .
E j e m p l o 4 . 9 . - - - _
F-ig~ 4 . 2 1 . - E j 0 n p i o 4 . 9 .
D e t e r m i n a r g r a f i c a m e n t e l o s m o v i m i e n t o s d e t o d o s l o s n u d o s d e l a e s -
t r u c t u r a r e p r e s e n t a d a e n l a a n t e r i o r f i g u r a . S o b r e e l l a s e i n d i c a n l o s
s e n t i d o s d e l a s d e f o r m a c i o n e s t o t a l e s d e s u s b a r r a s , r e p r e s e n t a n d o c o n
( + ) l o s a l a r g a m i e n t o s y c o n ( - ) l o s a c o r t a m i e n t o s .
a ) D i a g r a m a d e W i l l i o t ( p u n t o f i j o - n u d o 3 ) .




b ) M o v i m i e n t o s f i n a l e s .
F~gUha 4 . 2 2 . - E j e m p ! o 4 . 9 . - V~ag~a d e W~o~ mo~n~~ado.
1 4 2 .
S O L U C I O N :
S e c o n s i d e r a , e n p r i m e r l u g a r , q u e e l p u n t o 3 e s f i j o ; a s i m i s m o s e t o
m a l a d i r e c c i ó n 3 - 5 c o m o f i j a y s e d i b u j a e l d i a g r a m a d e W i l l i o t ( f i g u r a
4 . 2 2 - a ) . A c o n t i n u a c i ó n s e h a c e u n c a m b i o d e o r i g e n a l p u n t o 1 ( p u n t o f i -
j o d e l a e s t r u c t u r a ) , c o n r e l a c i ó n a l c u a l e l m o v i m i e n t o d e l n u d o 5 d e f i -
- +
n i d o p o r e l v e c t o r 1 ' 5 ' n o e s c o m p a t i b l e c o n l a c o n d i c i ó n d e a p o y o , q u e
s ó l o a d m i t e r o d a d u r a e n l a d i r e c c i ó n h o r i z o n t a l . S e p r o c e d e , p o r l o t a n -
- +
t o , a a n u l a r l a c o m p o n e n t e v e r t i c a l d e l m o v i m i e n t o 1 ' 5 ' m e d i a n t e g i r o d e
l a e s t r u c t u r a a l r e d e d o r d e l p u n t o 1 , o b t e n i é n d o s e l a c o r r e s p o n d i e n t e fig~
r a h o m o t é t i c a g i r a d a 9 0 ° q u e d e f i n e l o s m o v i m i e n t o s f i n a l e s d e l o s n u d o s
- + - +
v . - i " i ' ( f i g u r a 4 . 2 2 - b ) .
l
4 . 6 . 3 . C a s o s e s p e c i a l e s
E x i s t e n t i p o s d e estruct~as e n l o s q u e n o e s p o s i b l e l l e v a r a c a b o
e l d i a g r a m a d e W i l l i o t m o d i f i c a d o m e d i a n t e u n g i r o y u n a t r a s l a c i ó n . U n
e j e m p l o d e e s t a s i t u a c i ó n c o r r e s p o n d e a u n a e s t r u c t u r a t r i a r t i c u l a d a c o -
m o l a q u e s e r e p r e s e n t a e n l a f i g u r a 4 . 2 3
S e r e a l i z a n d o s d i a g r a m a s d e W i l l i o t i n d e p e n d i e n t e s p a r a c a d a u n a d e
l a s d o s s u b e s t r u c t u r a s 1 y 2 , p a r t i e n d o e n a m b o s c a s o s d e l a p o y o f i j o ( 1
y 7 ) , y c o n u n a b a r r a f i j a ( s i n r o t a c i ó n ) , p o r e j e m p l o l a 1 - 2 y l a 7 - 6 ,
r e s p e c t i v a m e n t e . D e e s t e m o d o , s e d e d u c e n d o s m o v i m i e n t o s p a r a e l n u d o
c o m ú n 4 , c o r r e s p o n d i e n t e a l a a r t i c u l a c i ó n i n t e r m e d i a . S e a n ( f i g u r a -
4 . 2 3 - b ) , 0 - 4 i Y 0 - 4
2
d i c h o s m o v i m i e n t o s , q u e , e n g e n e r a l , s e r á n difere~
t e s . S e d e b e n i n t r o d u c i r s e n d a s r o t a c i o n e s e n l a s d o s s u b e s t r u c t u r a s ,
d e m o d o q u e e l m o v i m i e n t o d e l n u d o c o m ú n 4 s e a i d e n t i c o . C o n o c i d o s l o s
v a l o r e s d e e s o s g i r o s , s e s i g u e e l d i a g r a m a d e W i l l i o t c o m o s e h a i n d i
c a d o a n t e r i o r m e n t e , e s d e c i r , a ñ a d i e n d o a l o s d i a g r a m a s d i b u j a d o s s e n -
d a s f i g u r a s h o m o t é t i c a s a l a s s u b e s t r u c t u r a s , q u e r e p r e s e n t a n l o s g i r o s
p r e c i s o s p a r a a l c a n z a r l a c o m p a t i b i l i d a d d e l n u d o 4 .
E n e l e j e m p l o p r e s e n t a d o , e v i d e n t e m e n t e e l m o v i m i e n t o d 2 l n u d o 4
p u d o s e r o b t e n i d o d i r e c t a m e n t e , y a q u e a l es~ar l a s b a r r a s 1 - 2 y 2 - 4
4a ) D e f i n i c i 6 n g e o m é t r i c a .
1 4 3 .
b ) D i a f , r a m a d e W i l l i o t .
F . { g u J t a 4 . 2 3 . - E . 6 b r . u c t u J t a . : b ' Ú C V 1 t i c . u l a d a .
1 4 4 .
e n p r o l o n g a c i o n , a s í c o m o l a s 7 - 6 y 6 - 4 , l a s u m a d e l o s a l a r g a m i e n t o s d e
c a d a p a r e j a d e b a r r a s p e r m i t e n c o n o c e r e l a l a r g a m i e n t o t o t a l d e 1 - 4 y 7 - 4
Y d e d u c i r a s í , m e d i a n t e l a s i m p l e c o n s t r u c c i o n d e W i l l i o t ( f i g u r a 4 . 1 7 ) ,
e l m o v i m i e n t o f i n a l d e l n u d o 4 . S i n e m b a r g o , e s t a c o n s t r u c c i o n n o s e r í a
p o s i b l e e n u n c a s o g e n e r a l c o m o e l q u e s e m u e s t r a e n l a f i g u r a 4 . 2 4 .
U g W t a . 4 . Z 4 . - E 6 l . J 1 . u . c . : t u J L a . : t J u : . a J 1 . . - Ü c . . u . t a . d a . .
4 . 7 . C O M E N T A R I O S F I N A L E S
S e o b s e r v a l a d u a l i d a d e x i s t e n t e e n t r e e l p r o c e d i m i e n t o g r á f i c o d e
C r e m o n a y e l m e t o d o d e W i l l i o t q u e s e a c a b a d e d e s c r i b i r . E n e f e c t o , e n
e l p r i m e r o s e d e d u c e n l o s e s f u e r z o s e n l a s b a r r a s a p a r t i r d e l a s a c -
c i o n e s e x t e r n a s , q u e d e b e n d e e q u i l i b r a r s e m e d i a n t e l a s r e a c c i o n e s pe~
t i n e n t e s e n l o s s o p o r t e s . A n á l o g a m e n t e , e n e l m e t o d o d e W i l l i o t s e c o -
n o c e n l a s d e f o r m a c i o n e s e n l a s b a r r a s , a p a r t i r d e l a s c u a l e s s e obti~
n e n l o s m o v i m i e n t o s e n l o s n u d o s , q u e d e b e n c o m p a t i b i l i z a r s e e n l o s
a p o y o s a l c o n s i d e r a r l a s c o a c c i o n e s e x i s t e n t e s .
E s p o s i b l e , a d e m á s , ' p l a n t e a r d e u n m o d o a n a l í t i c o e l m e t o d o d e W i -
l l i o t ( f i g u r a 4 . 2 5 ) . S e a n ( u N , v
N
) y (u~f,vM) l a s c o m p o n e n t e s , s e g ú n l o s
e j e s x e y d e c o o r d e n a d a s , d e l o s m o v i m i e n t o s d e l o s n u d o s N y M . E s t o s
n u d o s s e e n c u e n t r a n u n i d o s m e d i a n t e s e n d a s b a r r a s , i y j , a u n n u d o P
c u y o m o v i m i e n t o ( u p , v
p
) s e b u s c a .
S e d e n o m i n a n a . y a . l o s á n g u l o s q u e l a s b a r r a s i : : : N P y j ; : : M P , re~
l J
p e c t i v a m e n t e , f o r m a n c o n l a h o r i z o n t a l . A c o n t i n u a c i o n s e p r e s e n t a n l a s
f o r m u l a s b á s i c a s n e c e s a r i a s p a r a e l p l a n t e a m i e n t o a n a l í t i c o d e l m e t o d o
d e W i l l i o t .
1 4 5 .
M e d i a n t e i d e n t i f i c a c i ó n d e l a s c o m p o n e n t e s , s e g ú n l o s e j e s x e y , d e
l o s m o v i m i e n t o s , s e o b t i e n e ( f i g u r a 4 . 2 5 ) :
u N + D . . c o s a .
1 . 1 .
h . s e n a .
1 . 1 .
u
M
+ D . . c o s a .
J J




+ D . . s e n a . + h . c o s a .
1 . 1 . 1 . 1 .
v
M
+ D . . s e n a . + h . c o s a .
J J J J
e s d e c i r :
s e n a . s e n a .
u
p
( D . . + u N c o s a . + v N s e n a . ) ( J ) + ( D . . + u M c o s a . + v M s e n a . ) ( 1 . )
1 . 1 . 1 . s e n 0 , . - 0 , . J J J s e n 0 , . - 0 , .
J 1 . 1 . J
c o s a . s e n a .
v
p
= ( D . . - u N s e n a . + v N c o s a . ) ( J ) + ( D . . - u M s e n a . + v M c o s a . ) ( 1 . )
1 . 1 . 1 . s e n 0 , . - 0 , . J J J s e n 0 , . - 0 , .
1 . J J 1 .




( m o v i m i e n t o s d e l
n u d o p ) e n f u n c i ó n d e l a s d e f o r m a c i o n e s d e l a s b a r r a s , D . . y D . . , a s í c o
1 . J
m o d e l o s m o v i m i e n t o s d e l o s n u d o s o p u e s t o s , M y N .
1 ' " \ , . . . "
\ \ . . \ . . . . . ,
J "
. t \ o l j
- - -
o
Fi g u J L a 4 . 2 5 . - C c í t c . u 1 . o a n . a L [ ; t , [ c . o d u d i a g . t t a m a W J . 1 U o t . .
1 4 6 .
4 . 8 . E J E R C I C I O S
4 . 8 . 1 . E n u n c i a d o s
E J E R C I C r o 4 . 1 .
E n l a e s t r u c t u r a d e l a f i g u r a 4 . 2 6 , d e t e r m i n a r l a f l e c h a v e r t i c a l d e l
p u n t o A .
C a r a c t e r í s t i c a s d e t o d a s l a s b a r r a s :




( m ó d u l o d e e l a s t i c i d a d )
~ 3 0 c m
2
( a r e a d e l a s e c c i ó n t r a n s v e r s a l )
I 2 0 0 c m
4
( i n e r c i a )
5 . 0 0
l .
F i g u n a 4 . 2 6 . - Ej~~~o 4 . 7 .
E J E R C I C r o 4 . 2 .
i 3 · 0 0
3 . 0 0
t
: z .
. . . 3 . D O t
,
,
F i g u n a 4 . 2 6 . - Ejen~~o 4 . 2 .
H a l l a r l a d e f o r m a d a d e l a e s t r u c t u r a d e l a f i g u r a 4 . 2 6 .
- S e c c i ó n d e t o d a s l a s b a r r a s : ~ = 1 0 c m
2
.
- M o d u l o d e e l a s t i c i d a d : E = 2 x 1 0
6
K p ! c m
2
.
1 4 7 .
E J E R C I C I O 4 . 3 .
T o d a s l a s b a r r a s d e l a e s t r u c t u r a d e l a f i g u r a 4 . 2 7 - a t i e n e n c a r a c t e -
r í s t i c a s s e m e j a n t e s a l a s d e f i n i d a s e n l a f i g u r a 4 . 2 7 - b . S e p i d e :
D e s p l a z a m i e n t o h o r i z o n t a l d e l n u d o 3 .
~
~ . . . . . l . . . . . . ; z . ~
a l
.
. ( . ,
• •
. t - > J
1 : . : ' ' 2 , . . J O ' : / t i v n
2
b l
y t P = G a t l
.
J
E J E R C I C I O 4 . 4 .
F , [ g u J t a 4 . 2 7 . - E j e A U U O 4 . 3 .
F , [ g W 1 . a 4 . 2 8 . - E j e A U U O 4 . 4 .
E n l a e s t r u c t u r a a r t i c u l a d a d e l a f i g u r a b a j o l a a c c i ó n d e c a r g a s
y d e f o r m a c i o n e s i m p u e s t a s s e h a n o b t e n i d o l o s v a l o r e s d e l a s d e f o r m a
c i o n e s f i n a l e s e n t o d a s l a s b a r r a s e x p r e s a d a s e n m i l í m e t r o s q u e s e
i n d i c a n e n l a m i s m a . S e p i d e :
a ) O b t e n e r m e d i a n t e u n p r o c e d i m i e n t o g r á f i c o l o s m o v i m i e n t o s d e t o
d o s l o s n u d o s .
b ) C o m p r o b a r a n a l í t i c a m e n t e e l m o v i m i e n t o v e r t i c a l d e l n u d o 2 .
4 . 8 . 2 . - S o l u c i o n e s
E J E R C I C I O 4 . 1 .
E J E R C I C I O 4 . 2 .
6 5 . 4 8 c m .
1 4 8 .
N U D O
u ( m m )






2 , 5 0
1 6 , 6 0
1 6 , 7 0
3 8 , 0 5
1 5 , 0 5
1 6 , 9 0
4
5 , 4 5 1 6 , 0 0
1 6 , 7 5
5
5 , 0 5 1 8 , 3 0
1 8 , 8 5
6
2 , 2 0 1 6 , 4 5
1 6 , 6 0
7 7 , 9 0 1 8 , 7 5
2 0 , 0 0
8 1 0 , 6 0
O 1 0 , 6 0
E J E R C I C I O 4 . 3 .
0 . 1 8 1 + 0 . 0 0 5 = 0 . 1 8 6 c m .
1 4 9 .
C A P I T U L O 5 . - E S T R U C T U R A S A R T I C U L A D A S H I P E R E S T A T I C A S
5 . 1 . - D e t e r m i n a c i ó n d e e s f u e r z o s
C o m o s e h a i n d i c a d o e n e l C a p í t u l o 2 , l a s e s t r u c t u r a s h i p e r e s t á t i c a s
s e c a r a c t e r i z a n p o r e l h e c h o d e q u e l o s e s f u e r z o s e n l a s b a r r a s ó l a s
r e a c c i o n e s d e a p o y o y a v e c e s a m b a s , n o p u e d e n s e r d e t e r m i n a d a s p o r l a s
e c u a c i o n e s , e s t á t i c a s d e e q u i l i b r i o , c u y o n ú m e r o e s i n s u f i c i e n t e . E s t a s
c o n d i c i o n e s d e e q u i l i b r i o , r e p r e s e n t a d a s e n e l s i s t e m a ( 2 . 3 ) , c u y a expr~
s i ó n m a t r i c i a l e s :
A F P
p r e s e n t a m a s i n c ó g n i t a s q u e e c u a c i o n e s , o b i e n ,
r a n g o ( ! , R . )
r = E < 1
s i e n d o E e 1 e l n ú m e r o d e e c u a c i o n e s e i n c ó g n i t a s r e s p e c t i v a m e n t e , e s d e -
c i r , c o n l a n o t a c i ó n d e l C a p í t u l o 2 ( e c u a c i o n e s 2 . 1 y 2 . 2 ) :
E = 2 B + 2 N
1 = 4 B + C
E l g r a d o d e h i p e r e s t a t i s m o e s :
a . = 1 - E
y r e p r e s e n t a e l n ú m e r o d e c o n d i c i o n e s a d i c i o n a l e s n e c e s a r i a s p a r a d e t e r m i -
n a r l a s i n c ó g n i t a s K ( e s f u e r z o s y r e a c c i o n e s ) . E s t a s c o n d i c i o n e s c o r r e s p o n
d e n a l a c o m p a t i b i l i d a d e n m o v i m i e n t o s y s e d e d u c e n d e a c u e r d o c o n l a s t é c
n i c a s e n e r g é t i c a s c o m e n t a d a s a n t e r i o r m e n t e . A c o n t i n u a c i ó n s e e s t u d i a n a l -
g u n o s c a s o s p a r t i c u l a r e s a p a r t i r d e l o s c u a l e s p u e d e d e d u c i r s e u n a f o r m u -
l a c i ó n g e n e r a l .
1 5 0 .
5 . 2 . - E s t r u c t u r a s c o n i n c 6 g n i t a s h i p e r e s t i t i c a s e x t e r n a s
S e a l a e s t r u c t u r a u n a v e z h i p e r e s t i t i c a , c o m o l a q u e s e i n d i c a e n l a
f i g u r a 5 . 1 , s o m e t i d a a u n c o n j u n t o a r b i t r a r i o d e f u e r z a s e n l o s n u d o s ( P n )








_ ¡ ' b , . - : . - - } -~ ' ( / O _ _ y
E . 6 t J w . c ; t W t a . J t e . a 1 . ( N . )
. { .






L a e s t r u c t u r a s e r e s u e l v e , d e s c o m p o n i e n d o s u e s t a d o r e a l o f i n a l c o m o
s u m a d e l o s d o s e s t a d o s ( O ) y ( 1 ) r e s p r e s e n t a d o s e n l a f i g u r a 5 . 1 . A s í ,
e l e s f u e r z o f i n a l e n u n a b a r r a g e n e r i c a i e s :
N .
1 .
N~ + X N~
1 . 1 .
( 5 . 1 )
L a c o n d i c i 6 n d e c o m p a t i b i l i d a d c o r r e s p o n d e a i m p o n e r q u e e l m o v i m i e n t o
h o r i z o n t a l d e l n u d o 6 e s n u l o . P o r l o t a n t o , s e g ú n e l C a p í t u l o 4 , s e e s c r i
b e :
( 5 . 2 )
o b i e n , d e s a r r o l l a n d o , a l c o n s i d e r a r l a i g u a l d a d ( 5 . 1 ) :
1 5 1 .
( 5 . 3 )
S e o b s e r v a q u e l a e c u a c i ó n ( 5 . 3 ) s e p u e d e e x p r e s a r e n l a f o r m a :
( 5 . 4 )
o 1




l o s m o v i m i e n t o s h o r i z o n t a l e s d e l a p o y o , e n l a e s t r u c t u r a i s o s
t a t i c a ( l i b e r a l i z a d a ) e n l o s e s t a d o s ( O ) y ( 1 ) .








. E 1 ( N .
E D i +
X
J . . = J . .
J . . J . .
( 5 . 5 )







N . _ J . . _
J . . =
J . . E D .
J . .
U n a v e z o b t e n í d o e l v a l o r d e X ( s i r e s u l t a p o s i t i v o i n d i c a c o n f o r m i d a d c o n
e l s e n t i d o s u p u e s t o p a r a l a r e a c c i ó n e n e l e s t a d o 1 y s i e s n e g a t i v o , c o n -
t r a r i o ) s e d e d u c e n l o s e s f u e r z o s f i n a l e s e n l a e s t r u c t u r a m e d i a n t e l a e c u a











N . _ J . . _ + ! l .
J . . E D . J . .
J . .
1 5 2 .
E j e m p l o 5 . 1 .
., .
C a l c u l a r l a e s t r u c t u r a d e l a f i g u r a 5 . 1 . s u p o n i e n d o l a s c a r g a s
P 3 = O Y P
4
= 1 , O t ( v e r t i c a l a s í c o m o u n i n c r e m e n t o d e l o n g i t u d d e
l a s b a r r a s 3 - 4 y 4 - 5 i g u a l a 6 m m . T o d a s l a s b a r r a s s o n t a l e s q u e
1./E~. = 1 0 -
3
t / m .
l l
E l c a l c u l o s e p u e d e r e s u m i r d e u n m o d o o r d e n a d o e n l a ~abla 5 . 1 .
T A B L A 5 . 1 .
2 - 3
1 - 2
B A R R A
0 , 2 0 3
- 0 , 3 9 9
- 1 , 1 2 5
- 0 , 5 0 2
- 1 , 0 0 6
0 , 4 7 1
- 0 , 2 2 1
0 , 3 3 1
- 0 , 7 5 1
( 7 )
O
0 , 2 5 0
2 , 5 6 3
0 , 8 1 6
0 , 8 1 2
2 , 8 1 6 1
: ' .
0 , 8 1 2
0 , 5 6 3 l
¡










1 . IE~. ( N . ) 1
l l l l
1 r
/ 1 . N . ¡
l l 1
0 , 6 2 6 1
0 , 5 4 2 l
0 , 1 2 5 I
I
0 , 5 0 0 ¡
~.;331!.
1 , 2 5 0
1 , 2 5 3
1 , 0 8 4
( 4 ) ( 5 ) : = ( 2 ) 1 ( 6 ) = 1
+ ( 1 ) ( J . ) l ( 5 ) ( 4 ) ¡
( 3 )( 2 )
( m ) ( t ) ( t ) ( m m ) 1
/ 1 ? N ? N~ / 1 . ¡
l l l l I
0 , 3 7 3 1 , 6 7 8 0 , 3 7 3 1
- 0 , 6 0 1 ! - 0 , 9 0 1 1 -
0
, 6 0 1 \
1 ! ¡




° 1 0 ,
1 6 7
1
0 , 3 3 3 1 1 , 5 0 0 . ¡ 0 , 3 3 3 1
0 , 0 0 6 0 , 4 7 1 1 O 6 , 4 7 1 1
- 0 , 6 6 7
1
- 0 , 5 0 0 - 0 , 6 6 7 ,
0 , 0 0 6 1 , 0 0 0 0 , 7 5 0 7 , 0 0 0
0 , 7 4 7 1 , 6 7 8 0 , 7 4 7




























9 , 7 1 3 1 0 , 8 8 2
c o n x
9 , 7 1 3
1 0 , 8 8 2
- 0 , 8 9 3
1 5 3 .
C o n v i e n e o b s e r v a r q u e l a s a c c i o n e s e x t e r n a s ( c a r g a s y d e f o r m a c i o n e s i n i
c i a l e s ) s e c o n s i d e r a n ú n i c a m e n t e e n e l e s t a d o ( O ) . D e b e n a s í m i s m o c o n s i d e -
r a r s e l a s d e f o r m a c i o n e s i m p u e s t a s y l a s d e b i d a s a l t r a s p a s o d e l a s c a r g a s
a c t u a n d o s o b r e l a s b a r r a s a l o s n u d o s a d y a c e n t e s . ( v e r C a p i t u l o 4 ) . P o r
o t r a p a r t e , e l v a l o r u~ e s s i e m p r e p o s i t i v o , s u p u e s t o q u e s e a d o p t a n i d é n t i
c o s s e n t i d o s p o s i t i v o s p a r a e l m o v i m i e n t o a c o a c c i o n a r y l a h i p e r e s t á t i c a .
E n g e n e r a l c u a n d o e x i s t e n v a r i a s i n c ó g n i t a s h i p e r e s t á t i c a s e x t e r n a s ( e n
n ú m e r o a ) , e l p r o c e d i m i e n t o d e c á l c u l o q u e s e s i g u e e s a n á l o g o , l l e v á n d o s e
a c a b o e n l a s s i g u i e n t e s e t a p a s :
1 ) S e l i b e r a l i z a l a e s t r u c t u r a d e l a s c o a c c i o n e s h i p e r e s t á t i c a s , r e s u l t a n
d o u n a e s t r u c t u r a i s o s t á t i c a ( b á s i c a ) y s e r e s u e l v e e s t a e s t r u c t u r a
( e s t a d o O ) , b a j o l a s a c c i o n e s e x t e r n a s r e a l e s , o b t e n i e n d o l o s e s f u e r -
z o s N~ e n l a s d i s t i n t a s b a r r a s i ( i = 1 , 2 , . . . B ) .
1
2 ) S e c a l c u l a n l a e s t r u c t u r a a n t e r i o r p a r a c a d a u n o d e l o s a e s t a d o s k ,
c o r r e s p o n d i e n t e s a i n t r o d u c i r u n i n f l u j o u n i d a d e f i c a z c o n l o s m o v i -
m i e n t o s l i b e r a l i z a d o s . S e a e l e s f u e r z o e n l a b a r r a i c o r r e s p o n d i e n t e
k
a l e s t a d o k ( k = 1 , 2 , . . , a ) d e s i g n a d o p o r N . .
1
3 ) L a s a e c u a c i o n e s d e c o m p a t i b i l i d a d , s e e s t a b l e c e m e d i a n t e a n u l a c i o n ( * )
d e l o s c o r r e s p o n d i e n t e s m o v i m i e n t o s l i b e r a l i z a d o s , e n l a e s t r u c t u r a
f i n a l , e s d e c i r , l a s c o n d i c i o n e s r e s u l t a n t e s s o n p a r a c a d a m o v i m i e n -





( n = 1 , 2 , . . . , a )







" ( N + A . ) N
n
.
= ' 2 1 . - E " D
1 - 1 ' " i 1 1
( * ) E s t o s m O V 1 m 1 e n t o s p u e d e n s e r i m p u e s t o s ( e s p e c i f i c a d o s ) c o n v a l o r n o
n u l o , e n d i c h o c a s o e l t é r m i n o i n d e p e n d i e n t e d e l a e c u a c i ó n ( 5 . 7 ) s e
m o d i f i c a e n e s t e v a l o r d a d o .
1 5 4 . .
e l g d l n q u e s e p r o d u c e e n e l e s t a d o O , e n d o n d e 6~ s o n l a s d e f o r m a -
1
c i o n e s i n i c i a l e s ( i m p u e s t a s ) e n l a s b a r r a s .
e l
k B
u . L : l
n 1 =






. e l m o v 1 ' m 1 ' e n t o segu~n 1 d I d
e g n , q u e s e p r o u c e e n
E~ 1



























c o n l o q u e r e s u l t a :
O
d i m e n s i ó n ( a x l )
d i m e n s i ó n ( a x l )
d i m e n s i ó n ( a x a ) ( * )
( 5 . 8 )
E l s i s t e m a ( 5 . 8 ) t i e n e s i e m p r e s o l u c i ó n , s u p u e s t o q u e l a e s t r u c t u r a
i s o s t a t i c a b a s i c a , n o s e a u n m e c a n i s m o y q u e l a s d i f e r e n t e s c o a c c i o n e s
l i b e r a l i z a d a s s e a n i n d e p e n d i e n t e s e n t r e s i . E n e s t e c a s o l o s e s f u e r z o s





( 5 . 9 )




6 . + N . 1
- 1 1 E~.
1
5 . 3 . E s t r u c t u r a s c o n i n c ó g n i t a s h i p e r e s t a t i c a s i n t e r n a s
S e c o n s i d e r a p r i m e r a m e n t e u n a e s t r u c t u r a c o n u n a s o l a i n c ó g n i t a h i p e r
e s t a t i c a i n t e r n a . ( F i g u r a 5 . 2 ) , s o m e t i d a a e s f u e r z o s P y u n a s d e f o r m a c i o
n
( * ) L a m a t r i z G c o r r e s p o n d e a u n a d e f l e x i b i l i d a d d e l a e s t r u c t u r a i s o s t a
t i c a b a s i c a y s e p u e d e d e m o s t r a r q u e e s p o s i t i v a d e f i n i d a y s i m e t r i c a .
1 5 5 .
• A O •
n e s l m p u e s t a s D • • A e s t a e s t r u c t u r a s e s u p r l m e u n a b a r r a , d e m o d o q u e s e c o n
1 -
v i e r t e e n i s o s t a t i c a . L o s e s f u e r z o s e n l a e s t r u c t u r a f i n a l s e d e d u c e n c o m o
c o m b i n a c i ó n d e d o s e s t a d o s d e c a r g a s r e p r e s e n t a d o s e n l a f i g u r a 5 . 2 .
1 I / f ' \ 1 { a










• d , . )
1 I J
( 5 . 1 0 )
E l e s f u e r z o f i n a l d e l a b a r r a j s u p r i m i d a v i e n e d a d o d i r e c t a m e n t e p o r




( 5 . 1 G b )
L a e c u a c i ó n d e c o m p a t i b i l i d a d q u e p e r m i t e c a l c u l a r l a i n c ó g n i t a h i p e r -
e s t á t i c a X , s e d e d u c e e s t a b l e c i e n d o l a c o n d i c i ó n d e q u e e l m o v i m i e n t o r e l a
t i v o e n t r e l o s n u d o s e x t r e m o s d e l a b a r r a s u p r i m i d a ( n u d o s 2 y 5 e n e l c a s o
d e l a e s t r u c t u r a d e l a f i g u r a ) ' c a l c u l a n d o e n l a e s t r u c t u r a i s o s t a t i c a b á s i -
c a c o i n c i d e c o n e l o b t e n i d o d i r e c t a m e n t e d e l e s f u e r z o d e l a b a r r a , e s d e c i r











1 5 6 .
( 5 . 1 1 )
c o n j l a b a r r a s u p r i m i d a . E l s i g n o m e n o s d e l s e g u n d o m i e m b r o p r o c e d e d e q u e
c o r r e s p o n d e a u n a s e p a r a c i 6 n ( a l a r g a m i e n t o d e l a b a r r a ) e n t r e n u d o s y e l
s i g n o p o s i t i v o d e l c a l c u l o d e l a e s t r u c t u r a b a s i c a , i m p u e s t o e n e l e s t a d o 1 ,
c o r r e s p o n d e a u n a c e r c a m i e n t o e n t r e n u d o s .
U n a v e z o b t e n i d o e l v a l o r d e l a i n c ó g n i t a h i p e r e s t a t i c a . ; ; ; , d e l a e c u a -
c i ó n a n t e r i o r , l o s e s f u e r z o s f i n a l e s e n l a s d i s t i n t a s b a r r a s d e l a e s t r u c -
t u r a s e d e d u c e n d e l a e x p r e s i 6 n ( 5 . 1 0 ) .
E s p o s i b l e p l a n t e a r d e u n m o d o g e n e r a l y ú n i c o a m b o s c a s o s d e h i p e r e s -
t a t i s m o e x t e r n o e i n t e r n o , y d e e s t e m o d o i n c l u i r l a s e c u a c i o n e s ( 5 . 1 1 ) y
( 5 . 1 2 ) e n u n a ú n i c a . P a r a e l l o s e p r o c e d e a c o n s i d e r a r l a e s t r u c t u r a b a s i -
c a , c o n t o d a s l a s b a r r a s d e l a e s t r u c t u r a r e a l , p e r o s u p o n i e n d o q u e e n
u n a d e e l l a s e l e s f u e r z o e s n u l o . E s t a h i p 6 t e s i s s u p o n e q u e s e h a p r o c e d i -
d o a r e a l i z a r u n c o r t e e n u n a s e c c i 6 n i n t e r m e d i a d e l a b a r r a , c u y o e s f u e r -
z o s e d e s e a c a l c u l a r ( h i p e r e s t a t i c a ) e n l a e c u a c i 6 n d e c o m p a t i b i l i d a d ( f i -
5 . 3 ) -
E . ó t a d o






- < . . .
c . o J t t a d a )
E . ó t a d o 1 ( N 1 , )
- < . . .
B J - a c . e - i 6 n u M d a d
\
F J - g u A a . 5 . 3 . - E . ó . : t J t u . c . t u A a . i ' ú p e J t e ó - t l i t i c . a b l - t e J t n a ( m é t o d o d e . l a . ó e . c . e - i 6 n ) .
C o m o a n t e r i o r m e n t e , l o s e s f u e r z o s e n l a e s t r u c t u r a r e a l s o n c o m b i n a -
c i a n d e l o s d o s e s t a d o s 1 y 2 p a r a t o d a s l a s b a r r a s , r e s u l t a n d o :
O N 1 .
N . N . + X
l l l
e n d o n d e N~
J
O > N~ = 1 p a r a l a b a r r a j c o r t a d a ( h i p e r e s t a t i c a ) .
J
1 5 7 .
L a c o n d i c i ó n d e c o m p a t i b i l i d a d a i m p o n e r c o r r e s p o n d e a g a r a n t i z a r l a
c o n t i n u i d a d e n l a s e c c i ó n c o r t a d a , e s d e c i r , m o v i m i e n t o r e l a t i v o n u l o e n
t r e l a s d o s s e c c i o n e s d e l c o r t e . P o r l o t a n t o , s e d e d u c e :
B 1 . ° 1
L : ( N 1 . + t : : , . ) N . = °
i = l i E~. 1 . 1 .
1 .
( 5 . 1 2 )
E s t a e c u a c i ó n , e s f o r m a l m e n t e i d é n t i c a , a l a o b t e n i d a e n e l c a s o d e e s
t r u c t u r a h i p e r e s t a t i c a e x t e r n a y p e r m i t e c o m o e n t o n c e s , c a l c u l a r l a i n c ó g -
n i t a X . S e c o m p r u e b a a s i m i s m o q u e l a s e c u a c i o n e s ( 5 . 1 1 ) y ( 5 . 1 2 ) s o n i d é n -
t i c a s y a q u e b a s t a c a m b i a r e l s e g u n d o m i e m b r o a l p r i m e r m i e m b r o d e l a p r i -
m e r a . L a v e n t a j a p r a c t i c a d e c o n s i d e r a r l a e c u a c i ó n ( 5 . 1 2 ) r e s i d e e n e l h~
c h o d e q u e c a l c u l a s i e m p r e l a e s t r u c t u r a c o n u n n ú m e r o d e b a r r a s c o n s t a n t e
e i g u a l a l r e a l , y e l t r a t a m i e n t o s i m u l t a n e o d e h i p e r e s t a t i c a s e x t e r n a s e
i n t e r n a s e s d i r e c t o . n o s i e n d o p r e c i s o r e a l i z a r e s t a d i s t i n c i ó n .
E j e f u p l o 5 . 2 .
R e s o l v e r l a e s t r u c t u r a d e l a f i g u r a 5 . 2 c o n i d é n t i c a s
a c c i o n e s ( c a r g a y d e f o r m a c i o n e s i m p u e s t a s ) q u e e n e l e j e m p l o 5 . 1 .
P r o c e d i e n d o c o m o s e h a i n d i c a d o , a d o p t a n d o c o m o h i p e r e s t a t i c a e l e s f u e r
z o e n l a b a r r a 2 - 5 s e p u e d e o b t e n e r l a t a b l a 5 . 2 .
T A B L A 5 . 2 .
B A R R A
1 . /E~.





t : : , .
t : : , . N .
1 . /E~. ( N . )
N
p
1 . 1 .
1 . 1 . 1 . 1 .
1 . 1 .




0 , 3 7 3 0 , 0 0 0 0 , 3 7 3
°
°




- 0 , 6 0 1 0 , 0 0 0
- 0 , 6 0 1
° °




0 , 1 6 7
- 0 , 7 0 7 0 , 1 6 7
- 0 , 1 1 8
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L a e x t e n s i ó n d e l c a l c u l o a v a r i a s h i p e r e s t a t i c a s s e l l e v a a c a b o
c o m o s e h a i n d i c a d o e n e l a p a r t a d o 5 . 2 .
E j e r c i c i o 5 . 3 .
C a l c u l a r l a e s t r u c t u r a d o s v e c e s h i p e r e s t a t i c a s o m e
t i d a a l a s a c c i o n e s d e f i n i d a s e n e l e j e m p l o 5 . 1 .
S e a d o p t a n c o m o h i p e r e s t a t i c a s l a r e a c c c i ó n h o r i z o n t a l d e l a p o y o
6 ( e s t a d o 1 ) y e l e s f u e r z o e n l a b a r r a 2 - 5 ( e s t a d o 2 ) . S e o b t i e n e d e
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r e s u l t a : X l = - 0 , 9 0 t ; X
2
= , t ;
1 5 9 .
5 . 4 . - C a l c u l o g e n e r a l h i p e r e s t a t i c o
E l t r a t a m i e n t o d e c a l c u l o d e e s t r u c t u r a s h i p e r e s t a t i c a s q u e s e a c a b a
d e c o m e n t a r e n u n c o n t e x t o i n t u i t i v o , p u e d e g e n e r a l i z a r s e d e s d e u n p u n
t o d e v i s t a m a t e m a t i c o y p o r l o t a n t o a d e c u a d o p a r a e l c a l c u l o a u t o m á t i -
c o p o r c o m p u t a d o r , c o n s i d e r a n d o l a s e c u a c i o n e s d e e q u i l i b r i o ( 2 . 3 ) . E n
e f e c t o , s e s a b e q u e e l s i s t e m a :
A F = P
( 2 . 3 )
e s t a l q u e , rango(~) = rango(~,~)= E < 1 , l a e s t r u c t u r a e s a v e c e s h i p e r -
e s t a t i c a , c o n a = I - E . E s p o s i b l e , e n t o n c e s e n c o n 5 , r a r u n a s u b m a t r i z A o d e
l a A d e d i m e n s i o n ( E x E ) , t a l q u e s e a n o s i n g u l a l . ) M e d i a n t e u n a c o n v e n i e n -
t e r e o r d e n a c i o n d e f i l a s y c o l u m n a s d e l s i s t e m a ( 2 . 3 ) , s e p u e d e e s t e e s -
c r i b i r e n l a s i g u i e n t e f o r m a p a r t i c i o n a d a :
(~
= P
( 5 . 1 3 )
s i e n d o ~1 u n a m a t r i z d e d i m e n s i o n ( E x a ) .
L a s o l u c i o n d e l s i s t e m a ( 5 . 1 3 ) e s :
1 - 1
~ ~ - ~ A l X
X
( 5 . 1 4 )
, ) T




, • . . , X
a
u n v e c t o r
t a n t e s a r b i t r a r i a s , c u y o s v a l o r e s
d e d i m e n s i o n ( a x 1 ) c o n t e n i e n d o X . c o n s -
l
~iperestaticas) s e d e d u c e n a c o n t i n u a -
c i o n m e d i a n t e l a s c o n d i c i o n e s d e c o m p a t i b i l i d a d .
E n p r i m e r l u g a r s e o b s e r v a , q u e l a s o l u c i o n ( 5 . 1 4 ) p u e d e p o n e r s e e n
l a f o r m a :
( * ) L a s u b m a t r i z ~ n o s i n g u l a r , s e d e d u c e n o r m a l m e n t e m e d i a n t e l a
e l e c c i o n d e u n a e s t r u c t u r a i s o s t a t i c a b a s i c a o b t e n i d a p o r supr~
s i o n s u c e s i v a d e l a s c o a c c i o n e s e n a g r a d o s d e l i b e r t a d .
1 6 0 .
( 5 . 1 5 )
e n d o n d e :
( 5 . 1 6 )
c o r r e s p o n d e a l a s o l u c i ó n d e l a e c u a c i ó n ( 2 . 3 ) c o n !
b r i o c o n l a s a c c i o n e s e x t e r i o r e s P .




= Q y e s t a e n e q u i l i
( s . 1 7 a )
c o n 1 m a t r i z u n i d a d d e d i m e n s i ó n ( a x a ) , p u e d e e s c r i b i r s e c o m o s , u n a d e a
a
s o l u c i o n e s :
( s . 1 7 b )
k k
c a d a u n a d e e l l a s ( F O , F
l
) r e p r e s e n t a u n s i s t e m a d e e s f u e r z o s y r e a c c i o n e s
e n a u t o e q u i l i b r i o , e s d e c i r , c o n a c c i ó n e x t e r i o r r e s u l t a n t e P = Q y q u e
s o n l i n e a l m e n t e i n d e p e n d i e n t e s e n t r e s í y a q u e F~ s o l o c o n t i e n e e l e l e m e n
t o k - s i m o n o n u l o ( i g u a l a l a u n i d a d ) .
L o s e s f u e r z o s e n l a s b a r r a s d e l a e s t r u c t u r a s e o b t i e n e n i n m e d i a t a m e n
t e d e l a s i g u a l d a d e s ( 5 . 1 6 ) y ( 5 . 1 7 ) a l c a n z a n d o s e u n a s e x p r e s i o n e s d e l s i
g u i e n t e t i p o :
( 5 . 1 8 )
o
E l v e c t o r N s e d e f i n e c o m o l a d e u n c o n j u n t o d e e s f u e r z o s e n e q u i l i -
b r i o c o n l a s a c c i o n e s e x t e r i o r e s . S e denomin~ e n e l m é t o d o d e l a f l e x i b i -
l i d a d q u e s e e s t u d i a r a m a s a d e l a n t e , ~los e s f u e r z o s ~~ s o l u c i ó n p a r t i -
c u l a r .
1 6 1 .
k
L o s d i f e r e n t e s v e c t o r e s ~ c o r r e s p o n d e n a l a s o l u c i 6 n c o m p l e m e n t a r i a
o s i s t e m a s d e e s f u e r z o s e n a u t o e q u i l i b r i o , y s o n l i n e a l m e n t e i n d e p e n d i e n
t e s .
L a d e t e r m i n a c i 6 n d e l a s i n c 6 g n i t a s h i p e r e s t á t i c a s X
k
s e l l e v a a c a b o
m e d i a n t e l a s c o n d i c i o n e s d e c o m p a t i b i l i d a d s i g u i e n t e s : ( * )
( k = 1 , 2 , . . , a : )
( 5 . 1 9 )





D = d i a g o n a l ( E Q ' E Q , . . . . ,
1 2
u n a m a t r i z d e f l e x i b i l i d a d d e l a s b a r r a s
. . . ,
u n v e c t o r c o l u m n a d e d e f o r m a c i o n e s i n i c i a l e s d e l a s b a r r a s .
L a s e c u a c i o n e s ( 5 . 1 9 ) p u e d e n d e s a r r o l l a r s e c o m o s i g u e :
o b i e n
o ,
( k = 1 , 2 , . . . , a : )
o
( 5 . 2 0 )
( * ) E s t a s e c u a c i o n e s c o r r e s p o n d e n d e s d e u n p u n t o d e v i s t a a l t e r n a t i v o a
l a s c o n d i c i o n e s d e m í n i m o d e l a e n e r g í a c o m p l e m e n t a r i a d e d e f o r m a -
c i 6 n . ( V e r c a p í t u l o 6 ) .
( * * ) S e d e s i g n a p o r u n s u p e r í n d i c e T d e m a t r i z t r a n s p u e s t a .
1 6 2 .
c o n G l a m a t r i z d e f l e x i b i l i d a d d e l a e s t r u c t u r a q u e c o r r e s p o n d e a u n a m a
t r i z d e G r a m d e l o s v e c t o r e s N
k
p a r a l o s q u e s e h a d e f i n i d o u n p r o d u c t o
e s c a l a r c o n l a m a t r i z d i a g o n a l D , e s d e c i r , m e d i a n t e l a i g u a l d a d :
( 5 . 2 1 )
S e c o m p r e n d e q u e a l s e r l o s v e c t o r e s N
k
l i n e a l m e n t e i n d e p e n d i e n t e s , l a m a
t r i z G s e a p o s i t i v a d e f i n i d a .
P o r ú l t i m o , e l v e c t o r ~ r e p r e s e n t a l a s d i s l o c a c i o n e s o d i s c o n t i n u i -
d a d e s q u e s e p r o d u c e n e n l a e s t r u c t u r a p o r e l s i s t e m a d e e s f u e r z o s y d e f o r m a
c i o n e s d e l a s o l u c i o n p a r t i c u l a r y q u e s e e x p r e s a n c o m o s i g u e :
c o n
( 5 . 2 2 )
L a r e s o l u c i o n d e l s i s t e m a d e e c u a c i o n e s ( h i p e r e s t á t i c o ) ( 5 . 2 0 ) , p e r m i t e
d e t e r m i n a r l o s v a l o r e s d e l a s i n c o g n i t a s X
k
, q u e s e s u s t i t u y e n e n l a s e x -
p r e s i o n e s ( 5 . 1 8 ) c o n l o q u e s e d e d u c e n l o s e s f u e r z o s e n t o d a s l a s b a r r a s , o ,
b i e n , m a s genera~ e n ( 5 . 1 4 ) q u e s i r v e n p a r a c a l c u l a r l o s e s f u e r z o s y r e a c -
c i o n e s e n t o d a s l a s e s t r u c t u r a s .
5 . 5 . - O b t e n c i o n d e m o v i m i e n t o s
U n a v e z o b t e n i d o s l o s e s f u e r z o s e n t o d a s l a s b a r r a s d e u n a e s t r u c t u r a
h i p e r e s t á t i c a , e l c á l c u l o d e s u s m o v i m i e n t o s n o p r e s e n t a n i n g u n a p a r t i c u -
l a r i d a d c o n r e l a c i o n a l o i n d i c a d o p a r a l a s e s t r u c t u r a s i s o s t á t i c a s . L o s
p a s o s a s e g u i r c o m o e n t o n c e s , c o n s i s t e n e n d e d u c i r , l a s d e f o r m a c i o n e s e n
t o d a s l a s b a r r a s y a p l i c a r e l t e o r e m a d e l t r a b a j o c o m p l e m e n t a r i o d e b i d o
a u n a f u e r z a e f i c a z unidad(~i e l c á l c u l o s e l l e v a a c a b o a n a l í t i c a m e n t e
o d i b u j a r u n d i a g r a m a d e W i l l i o t e n e l c a s o d e u n p r o c e d i m i e n t o g r á f i c o .
C o m o e n t o n c e s , l o s c a s o s d e c a r g a s e n b a r r a s y b a r r a s c u r v a s y s u b e s t r u c -
t u r a s s e t r a t a n d e u n m o d o i d é n t i c o . A c o n t i n u a c i o n s e c o m e n t a n b r e v e m e n -
t e l o s d o s p r o c e d i m i e n t o s : a n a l í t i c o y g r á f i c o .
( * ) V e r p a r a c a p í t u l o p i g u i e n t e .
1 6 3 .
5 . 1 . 1 . - P r o c e d i m i e n t o a n a l í t i c o
L a s d e f o r m a c i o n e s d e l a s b a r r a s d e d u c i d a s d e l c a l c u l o h i p e r e s t a t i c o d e s
c r i t o e n l o s a p a r t a d o s a n t e r i o r e s s o n :
D , .
l
P a r a d e t e r m i n a r u n m o v i m i e n t o v , s e c a l c u l a n e n l a e s t r u c t u r a u n s i s -
t e m a d e e s f u e r z o s (N~) i s o s t a t i c o s ( e n e q u i l i b r i o ) c o n e l i n f l u j o u n i d a d
l
e f i c a z c o n e l m o v i m i e n t o v . N o e s p r e c i s o i n s i s t i r e n l a c o n v e n i e n c i a d e
v ( * )
c o n s i d e r a r u n s i s t e m a d e e s f u e r z o s ( N . ) s e n c i l l o , y p o r l o t a n t o , e n
l
g e n e r a l n o e s a d e c u a d o e l c a l c u l o d e l a e s t r u c t u r a h i p e r e s t a t i c a b a j o l a
a c c i o n d e l i n f l u j o u n i t a r i o .




' ' " 1 D .
l = l l
( 5 . 2 3 )
5 . 5 . 2 . - M é t o d o g r á f i c o
E l d e s a r r o l l o d e e s t e m é t o d o e s c o m p l e t a m e n t e i d é n t i c o a l c a s o d e e s -
t r u c t u r a s i s o s t a t i c a s . S e o b s e r v a e n e s t a s e s t r u c t u r a s h i p e r e s t a t i c a s , q u e
e n l a o b t e n c i o n d e l m o v i m i e n t o d e u n n u d o , e s p o s i b l e s e g u i r m a s d e u n c a -
m i n o . E x i s t e n , p o r e j e m p l o , v a r i a s b a r r a s q u e u n e n e l n u d o c u y o m o v i m i e n t o
s e i n t e n t a o b t e n e r c o n n u d o s c o n m o v i m i e n t o s y a c o n o c i d o s . C u a l q u i e r a d e
e s t o s " c a m i n o s ' ! p u e d e n s e r u t i l i z a d o s e n e l d i a g r a m a d e W i l l i o t y l o s r e s -
t a n t e s p e r m i t e n c o m p r o b a r q u e e l c a l c u l o h i p e r e s t a t i c o ( c o m p a t i b i l i d a d d e
l a s d e f o r m a c i o n e s ) e s a d e c u a d o y a q u e e l ~ovi~iento d e l n u d o d e b e d e s e r
ú n i c o .
( * )
P u e d e n d e d u c i r s e e s t o s e s f u e r z o s N~ s e g ú n u n a e s t r u c t u r a i s o s t a t i c a
b a s i c a " c o n t e n i d a " e n l a h i p e r e s t a d : c a r e a l e i n c l u s o s e g ú n u n m e c a -
n i s m o c o m o _ p u e d e :om~robar~e a n a l í t i c a m e n t e a L c o n s i ¡ : i e r a r q u e o t r o s
e s f u e r z o s N~ =N~~Ni c o n X
k
a r b i t r a r i a s , c o n d u c e n a i d é n t i c o s r e s u l
t a d o s ( h a g a s e c o m o e J e r c i c i o ) .
1 6 4 .
5 . 6 . - M é t o d o s a p r o x i m a d o s e n c a l c u l o d e e s t r u c t u r a s a r t i c u l a d a s . L a a s i -
m i l a c i o n a u n a p i e z a p r i s m a t i c a
L o s m é t o d o s d e c a l c u l o d e e s t r u c t u r a s h i p e r e s t á t i c a s q u e s e a c a b a n d e
e x p o n e r e n l o s a p a r t a d o s a n t e r i o r e s p u e d e n s e r d e a p l i c a c i ó n p e n o s a , p a r a
u n c á l c u l o n o a u t o m a t i z a d o , s i e l n ú m e r o d e i n c o g n i t a s h i p e r e s t a t i c a s e s
e l e v a d o . I n c l u s o e n e s t r u c t u r a s i s o s t a t i c a s c o n u n g r a n n ú m e r o d e b a r r a s ,
e l a n á l i s i s p u e d e p r e s e n t a r a n á l o g o i n c o n v e n i e n t e . P o r o t r a p a r t e , a p a r e -
c e n s i s t e m a s e s t r u c t u r a l e s q u e c o m b i n a n v i g a s d e a l m a l l e n a y c e l o s i a s d e
u n m o d o c o n j u n t o , g e n e r a l m e n t e e s t a s ú l t i m a s p a r a s a l v a r l a s l u c e s m a y o r e s
( f i g u r a 5 . 5 ) . E l c a l c u l o p o r c o m p u t a d o r p u e d e s e r e x c e s i v a m e n t e p r o l i j o e
i n e f i c i e n t e s i s e i n t r o d u c e n i n d i v i d u a l m e n t e c a d a u n a d e l a s b a r r a s d e l a
c e l o s i a . S e h a c e , p o r c o n s i g u i e n t e p r e c i s o m o d e l i z a r d e u n m o d o a d e c u a d o ,
e s t r u c t u r a s c e l o s i a e n p i e z a s p r i s m á t i c a s e q u i v a l e n t e s , y q u e p e r m i t a n s e r
s u s t i t u i d a s b i e n e n u n c á l c u l o a p r o x i m a d o d e e s f u e r z o s o e n e s t r u c t u r a s
c o m p l e j a s c o n t e n i e n d o v i g a s y c e l o s i a s c o m o e l e m e n t o s e s t r u c t u r a l e s .
r
/
D o s p r o b l e m a s d e b e n d e s e r r e s u e l t o s e n e s t e c o n t e x t o :
( 1 ) L a i d e a l i z a c i ó n d e l a c e l o s i a e n u n a v i g a p r i s m a t i c a y ( 2 ) l a interpr~
1 6 5 .
t a c i o n o t r a d u c c i o n d e l o s r e s u l t a d o s o b t e n i d o s d e e s t a v i g a e n e s f u e r z o s
e n c a d a u n a d e l a s b a r r a s d e l a e s t r u c t u r a c e l o s i a a r t i c u l a d a .
L a i d e a l i z a c i o n p u e d e e f e c t u a r s e d e u n a f o r m a a d e c u a d a e n e s t r u c t u r a s
a r t i c u l a d a s d e c a n t o p e q u e ñ o e n r e l a c i o n a s u l o n g i t u d a s í c o m o l a s d i m e n
s i o n e s d e l o s t r i a n g u l o s c o n s t i t u t i v o s d e l a c e l o s i a . U n c a s o t í p i c o e s t a
c o n s t i t u i d o p o r l a v i g a c o n t i n u a d e t r e s v a n o s y d e s e c c i o n v a r i a b l e d e
l a f i g u r a ( 5 . 6 ) .
1 ,
Fi g L U L a 5 . 6 . - V i g a c . o M - - é I 1 u . a d e : t J r . . e . J . : , v a I 1 O . 6 .
E n e s t o s c a s o s s e c o n s i d e r a u n a " r e b a n a d a e l e m e n t a l " d e c e l o s i a y s e
c o m p a r a s u c o m p o r t a m i e n t o a n t e l a a c c i o n d e e s f u e r z o s e l e m e n t a l e s ( a x i l N
y f l e c t o r M ) c o n e l d e u n a r e b a n a d a e l e m e n t a l d e u n a v i g a d e s e c c i o n m a c i
z a . D e e s t a f o r m a p u e d e n d e f i n i r s e u n a d i r e c t r i z , u n a r e a y u n a i n e r c i a a
f l e x i o n e q u i v a l e n t e s p a r a l a c e l o s i a ( * ) ( f i g u r a 5 . 7 ) . N o s e t i e n e e n c u e n
t a , l a i n f l u e n c i a e n e s t o s p a r á m e t r o s , d e l a s d i a g o n a l e s d e l a c e l o s i a ,
s o l o l a s b a r r a s d e l o s c o r d o n e s s u p e r i o r e i n f e r i o r q u e s e s u p o n e n d e a r e a s
Q l y Q 2 r e s p e c t i v a m e n t e , y c u y o s m o d u l o s d e e l a s t i c i d a d s e a d m i t e c o m o
c o n s t a n t e e i g u a l a E .
S e a d o p t a c o m o d i r e c t r i z e l l u g a r g e o m e t r i c o d e l o s p u n t o s q u e s a t i s f a -
c e n l a c o n d i c i o n :
( 5 . 2 4 )
( * ) N o s e c o n s i d e r a e n e s t e e s t u d i o e l e m e n t a l l a i n f l u e n c i a d e l a d e f o r m a -
c i o n a c o r t a n t e , i m p o r t a n t e e n e s t o s t i p o s d e e s t r u c t u r a s c e l o s i a y q u e
d e b e d e c o n s i d e r a r s e e n l a o b t e n c i o n d e ~ovi~ientos. E l e f e c t o d e l a r e a
r e d u c i d a a c o r t a n t e e s ~chas v e c e s p o c o i~portante e n l a d i s t r i b u c i o n
d e e s f u e r z o s .
1 6 6 .
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V
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F- - i . g J r . . u a 5 . 7 . - R e . b a l 1 a d a u e m e . n t c U . . .
L a e c u a c i ó n ( 5 . 2 4 ) e x p r e s a e l h e c h o d e q u e u n a x i l N a p l i c a d o e n l a
f i b r a n e u t r a p r o d u c e t e n s i o n e s c o n s t a n t e s e n l a s e c c i o n o E n e f e c t o s e a
o e s t a t e n s i ó n , s e d e d u c e q u e l a r e s u l t a n t e d e e s t a s t e n s i o n e s e n l a s e c
c i a n d e l a c e l o s i a c o r r e s p o n d e a l p u n t o t a l q u e e l m o m e n t o d e e s t e r e s u l
t a n t e e s n u l o ; e s d e c i r :
c o n
y
l o s a x i l e s r e s u l t a n t e s d e e s t a s t e n s i o n e s e n c a d a u n o d e l o s c o r d o n e s d e
l a c e l o s i a . E n g e n e r a l , l a d e t e r m i n a c i a n d e l a d i r e c t r i z s e t i e n e q u e
e f e c t u a r m e d i a n t e t a n t e 8 S .
S e a n a l y a
2
, l o s a n g u l o s q u e , e n v a l o r a b s o l u t o , f o r m a n l a s c a b e z a s
c o n l a d i r e c t r i z . E n l a n o r m a l a e s t a d i r e c t r i z , l a s b a r r a s i n t e r c e p t a n




, e n v a l o r a b s o l u t o y q u e e s
t a n r e l a c i o n a d o s , d e a c u e r d o c o n ( 5 . 2 4 ) , c o m o s i g u e :
( 5 . 2 5 )
1 6 7 .
L a s e c u a c i o n e s d e e q u i l i b r i o d e l o s e s f u e r z o s N y M c o n l o s a x i l e s
r e s u l t a n t e s N I y N
2
e n l a s b a r r a s 1 y 2 s o n :
( 5 . 2 6 )
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L a c o m p a r a c i o n d e e s t a s e x p r e s i o n e s , c o n l a s a n á l o g a s d e l a v i g a m a c i









( 5 . 2 9 )
° 2
= - + - -
~ 1
c o n d u c e a l o s v a l o r e s d e l a s c a r a c t e r í s t i c a s e l a s t o m e c á n i c a s d e l a s e c -
c i o n d e l a v i g a m a c i z a e q u i v a l e n t e :
1 6 8 .
( 5 . 3 0 )
1
L a s f o r m u l a ( 5 . 3 0 ) a s í c o m o l a s ( 5 . 2 5 ) p e r m i t e i d e a l i z a r u n a c e l o s i a
a l a r g a d a e n u n a b a r r a d e t i p o p r i s m á t i c o .
L o s r e s u l t a d o s d e l c á l c u l o c o m o v i g a - i s o s t á t i c a o h i p e r e s t á t i c a - q u e
p u e d e n o b t e n e r s e d e a c u e r d o c o n l o s m e t o d o s q u e s e d e s c r i b e n m a s a d e l a n t e ,
c o r r e s p o n d e n a l a s l e y e s d e e s f u e r z o s M , N Y Q . P a r a u n a s e c c i o n d e t e r m i n a
d a , l o s e s f u e r z o s e n l a s c a b e z a s d e l a v i g a d e c e l o s i a s e d e d u c e n i n m e d i a -




r ¿ ( - - - )




= r ¿ 2 ( 2 " + - 1 - )
( 5 . 3 1 )
I l
P o r o t r a p a r t e , l o s e s f u e r z o s e n l a s b a r r a s i n c l i n a d a s s e c a l c u l a n u n a
v e z c o n o c i d o s e s t o s a x i l e s , u t i l i z a n d o l a s f o r m u l a s d e e q u i l i b r i o d e c o r t a n
t e s e n c a d a s e c c i ó n , e s d e c i r ( f i g u r a 5 . 8 ) :
_ _ _ _ _ _ _ N~
~/N3
~9M
F i g L U t a 5 . 8 . - O b t e . n u ó n d e . e / . > t Í u e . t r . z o . ó e . n b a J V 1 . . C t ó i n c 1 J . n a d a . ó .
1 6 9 .
q u e c o n d u c e a l a e x p r e s i ó n d e l a x i l e n l a b a r r a i n c l i n a d a :
1
N




s e n a
2
)
3 = s e n a
3
( 5 . 3 2 )
C o n v i e n e t e n e r p r e s e n t e q u e e l á n g u l o a
3
d e b e i n c l u i r s e e n l a f ó r m u l a
( 5 . 3 2 ) c o n s u s i g n o .
P o r ú l t i m o , p u e d e f á c i l m e n t e m o s t r a r s e q u e l a e l o n g a b i l i d a d y f l e x i b i -
l i d a d d e l a r e b a n a d a e l e m e n t a l d e l a c e l o s í a s o n r e s p e c t i v a m e n t e :
d S
d s = E Q




L a s f ó r m u l a s ( 5 . 3 3 ) j u s t i f i c a n l a u t i l i z a c i ó n d e e s t a i d e a l i z a c i ó n , d e
u n a v i g a e n c e l o s í a c o m o v i g a m a c i z a , e n e s t r u c t u r a s h i p e r e s t á t i c a s . C o n -
v i e n e t e n e r p r e s e n t e q u e l a c o n s i d e r a c i ó n d e l a d e f o r m a c i ó n p o r c o r t a n t e
s e h a c e p r e c i s o e n f r e c u e n t e s c a s o s d e v i g a s c o n r e l a c i o n e s e l e v a d a s l u z /
c a n t o o c o n l a s b a r r a s i n c l i n a d a s d e e s c a s a s e c c i ó n , s i b i e n e l t i p o d e
c a r g a a c t u a n t e ( c o n c e n t r a d a o repartid~ e t c ) i m p i d e d a r r e c o m e n d a c i o n e s d e
c a r á c t e r g e n e r a l .
1 7 0 .
E J E R C I C I O S . E N U N C I A D O S
5 . 1 . R e s o l v e r l a e s t r u c t u r a d e l e j e m p l o 5 . 1 , s u p o n i e n d o q u e l a h i p e r e s t á -
t i c a e s i n t e r n a . C o n s i d é r e s e e l e s f u e r z o d e l a b a r r a 1 - 3 c o m o h i p e r -
e s t á t i c a . R e p i t a s e e l c á l c u l o c o n s i d e r a n d o h i p e r e s t á t i c a l a b a r r a
3 - 4 . C o m e n t e e l e j e r c i c i o .
5 . 2 . O b t e n e r l o s e s f u e r z o s e n l a s b a r r a s y l a s r e a c c i o n e s e n l o s a p o y o s d e
l a e s t r u c t u r a d e l a f i g u r a p a r a a u m e n t o d e t e m p e r a t u r a d e 4 0 ° C . C o e -
f i c i e n t e d e d i l a t a c i o n d e l a c e r o d e l a s b a r r a s k = 1 2 x 1 0 -
6
¡ O c y m o -
6 - 2
d u l a d e e l a s t i c i d a d E = 2 , l x l O k g c m A r e a d e l a s b a r r a s s e e x p r e -
2
s a e n c m y s o n l o s n ú m e r o s e n t r e p a r é n t e s i s d e l a f i g u r a .
5 . 3 . O b t e n e r l o s e s f u e r z o s q u e s e p r o d u c e n e n l a e s t r u c t u r a a l e x p e r i m e n t a r
e s t a u n a u m e n t o d e t e m p e r a t u r a d e 2 ú o C e n t o d a s s u s b a r r a s .




; ~ = l O O c m
2
e n t o d a s l a s b a r r a s k = 1 2 x 1 0 -
6
o / C .
5 . 4 . O b t e n e r l a s r e a c c i o n e s e n l o s a p o y o s d e l a e s t r u c t u r a r e p r e s e n t a d a e n
l a f i g u r a .
5 . 5 . C a l c u l a r l o s e s f u e r z o s e n l a s b a r r a s d e l a e s t r u c t u r a d a d a . A c e r c a m i e n
2 6 - 2
t o e n t r e l o s n u d o s 1 y 2 . ~ = 5 c m y E 2 x l O k g c m ( t o d a s l a s b a -
r r a s ) .
5 . 6 . C a l c u l a r l o s e s f u e r z o s e n l a e s t r u c t u r a d a d a y e l c o r r i m i e n t o v e r t i c a l
d e l n u d o 3 , p a r a u n a u m e n t o d e t e m p e r a t u r a d e 5 0 ° C .
- 4 2 6 - 2
k = 1 0 , ~ = 2 0 c m Y E = 2 x l O k g c m ( e n t o d a s l a s b a r r a s ) .
5 . 7 . O b t e n e r e l e s f u e r z o a x i l y m o m e n t o f l e c t o r e n l a s e c c i o n c e n t r a l d e
c a d a b a r r a .
5 . 8 . T o d a s l a s b a r r a s d e l a e s t r u c t u r a s o n i d e n t i c a s y s e p i d e o b t e n e r e l e s
f u e r z o e n t o d a s e l l a s .
31 7 1 .
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Fig~a 5 . 1 1 . Ej~c{c{o 5 . 4 .
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F J . s u n a 5 . 1 3 . E j u t u u o 5 . 6 .
. 8 m .
. . . . { .
FJ.g~la 5 . 1 4 . Eje~uuo 5 . 7 .
1 7 3 .
5 . 9 . O b t e n e r l o s e s f u e r z o s e n t o d a s l a s b a r r a s , s i e n d o l/E~ = C t e .
5 . 1 0 . E n l a e s t r u c t u r a a r t i c u l a d a d e l a f i g u r a s e p i d e :
( a ) R e a c c i o n e s e n l o s n u d o s 1 , 5 Y 6 .
( b ) E s f u e r z o s e n l a s b a r r a s .
( c ) M o v i m i e n t o s d e l n u d o 5 e x p r e s a d o e n m m , s a b i e n d o q u e l o s m o v i m i e n
t o s d e 2 y 4 s o n :
u
2
= 0 , 3 7 m m
v
2
= - 0 , 0 9 m m
0 , 3 7 m m .
0 , 6 5 m m
2
~ = 4 0 c m p a r a t o d a s l a s b a r r a s




, E = 2 x l 0
6
k g c m -
2
y L = 3 m .
5 . 1 1 . E s f u e r z o s e n l a s b a r r a s d e l a e s t r u c t u r a .
B a r r a s d e r e c h a s u p e r i o r ~ = 4 0 c m
2
, e x c e p t o b a r r a s d e l c o r d ó n 8 - 4 .
2
~ = 1 5 c m .
B a r r a s d e r e c h a i n f e r i o r ~
2
~ = 2 0 c m .
6 - 2
E 2 , l x l O k g c m
2
= 5 0 c m ,
e x c e p t o b a r r a s d e l c o r d ó n 1 - 3 - S - 7 .
S . 1 2 . C a l c u l a r :
( a ) E n l a e s t r u c t u r a ( a ) , e l a c e r c a m i e n t o r e l a t i v o d e l o s n u d o s 2 - 4 .
- 2 7 - 2
~ = 3 0 k g c m y E = 2 x l O k g c m e n t o d a s l a s b a r r a s .
( b ) E n l a e s t r u c t u r a ( b ) , l o s e s f u e r z o s e n t o d a s l a s b a r r a s .
~ 3 0 c m
2
e n t o d a s l a s b a r r a s r e c t a s
2 3 4
~ = S O c m , 1 = 6 x l O c m e n l a b a r r a c u r v a
7 - 2
E = 2 x l 0 k g c m
S . 1 3 . O b t e n e r l o s e s f u e r z o s e n t o d a s l a s b a r r a s , e n l a s s i g u i e n t e s h i p ó t e s i s
d e c a r g a :
( a ) S i s t e m a d e f u e r z a s r e p r e s e n t a d o e n l a f i g u r a .
( b ) A u m e n t o d e 2 5 ° C d e l c o r d ó n s u p e r i o r A B C .
( c ) D e s c e n s o v e r t i c a l d e 2 c m e n e l a p o y o D .
T o d a s l a s b a r r a s : L/E~ = 1 , S x l O -
4
~/t, k = l O - S o / C .
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1 7 6 .
1 7 7 .
5 . 1 4 . E s f u e r z o s e n t o d a s l a s b a r r a s , r e a c c i o n e s d e a p o y o y m o v i m i e n t o s e n
l o s n u d o s .
- 5
T o d a s l a s b a r r a s L/E~ = 2 , S x l 0 c m / k g .
E l m u r o M e s i n f i n i t a m e n t e r í g i d o e n s e n t i d o v e r t i c a l y n o
e n c a m b i o c o a c c i o n a l g u n a p a r a u n n o v i m i e n t o h o r i z o n t a l .
p r e s e n t a
5 . 1 5 . E n l a e s t r u c t u r a d e l a f i g u r a e l a p o y o e e s u n f l o t a d o r q u e d e s c i e n d e
1 c m p o r c a d a t o n e l a d a d e r e a c c i o n o
E s f u e r z o s e n t o d a s l a s b a r r a s , c o n l/~
4 - 1
2 , S x l O m y E
6 - 2
2 x 1 0 k g c m
5 . 1 6 . E n l a e s t r u c t u r a d e l a f i g u r a l a s c i n c o b a r r a s s e ñ a l a d a s c o n d o b l e l í -
n e a t i e n e n u n m o d u l o d e e l a s t i c i d a d d e 2 x l O
S
k g c m -
2
. L a s r e s t a n t e s l o
6 ~2
t i e n e n d e 2 x l 0 k g c m
S e p i d e :
( a ) E s t u d i a r l a e s t r u c t u r a , c l a s i f i c á n d o l a .
( b ) E s f u e r z o s e n t o d a s l a s b a r r a s y r e a c c i o n e s .
( c ) M o v i m i e n t o v e r t i c a l d e l n u d o 4 .
5 . 1 7 . E n l a e s t r u c t u r a a d j u n t a , l a p i e z a 2 - 6 e s d e h o r m i g o n y e s t a f o r m a d a
2
p o r d o s a r c o s d e c i r c u l o d e c e n t r o s 6 y 2 . S u s e c c i o n e s d e 0 , 2 0 I D ,
Y s u i n e r c i a e s t a l q u e E~R2/El = l O O . N ( N n ú m e r o e n t e r o d e 1 a 1 0 0 ) .




M o d u l o d e e l a s t i c i d a d d e l h o r m i g o n : 3 0 0 . 0 0 0 k g c m
- 2
M o d u l o d e e l a s t i c i d a d d e l a c e r o 2 . 0 0 0 . 0 0 0 k g c m
L a s a c c i o n e s s o n u n a c a r g a d e P = 8 0 t y u n a l a r g a m i e n t o d e 3 , 0 c m e n
l a b a r r a 4 - 6 .
S e p i d e :
( a ) L e y e s d e e s f u e r z o s e n t o d a s l a s b a r r a s .
( b ) D e s p l a z a m i e n t o v e r t i c a l d e l n u d o 5 .
5 . 1 8 . D e t e r m i n a r l o s e s f u e r z o s e n t o d a s l a s b a r r a s y e l d e s p l a z a m i e n t o v e r
t i c a l d e l n u d o 6 e n c m S .
T o d a s l a s b a r r a s s o n d e a c e r o c o n E
6 - 2
= 2 x l 0 k g c m
y ~
2
= 1 0 c m .
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E j ' n " e ' ,
v~ . . { . C A. . . O 5 . 7 5 .
~5fit
, b t .
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- } J - - ; f - - - - k '
2 n , 2 V V ) 2 ( / 0
1 7 9 .
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Fi9~a 5 . 2 4 .




1 8 0 .
5 . 1 9 . E n l a e s t r u c t u r a d e l a f i g u r a e x i s t e u n t e n s o r d e r o s c a T i n t e r c a l a -
d o e n l a b a r r a 1 - 6 . P o r n e c e s i d a d e s d e l p r o c e s o d e m o n t a j e y a l o
l a r g o d e l m i s m o , p a r a e n c a j a r l a e s t r u c t u r a e n s u s i t u a c i ó n d e f i n i -
t i v a h a s i d o n e c e s a r i o a c e r c a r e n t r e s i l o s n u d o s 1 y 6 p o r m e d i o d e l
t e n s o r T u n a d i s t a n c i a d e 1 c m . .
¿ Q u e e s f u e r z o s a p a r e c e n e n t o d a s l a s b a r r a s d e b i d o s a e s t a s o l i c i t a -
c i ó n s u p l e m e n t a r i a ?
6 - 2 - 1
E = 2 x l 0 k g c m y L / Q = 5 . 0 0 0 m p a r a t o d a s l a s b a r r a s .
5 . 2 0 . A c o r t a m i e n t o o a l a r g a m i e n t o q u e h a y q u e i n t r o d u c i r a l t e n s o r s i t u a d o
e n l a b a r r a 3 - 8 p a r a q u e c o n e l e s t a d o d e c a r g a s i n d i c a d o , s e o b t e n g a
u n a r e a c c i ó n v e r t i c a l e n e l n u d o 9 d e 7 t o n e l a d a s .
P a r a t o d a s l a s b a r r a s L / E Q = 2 x l 0 -
4
m i t o
5 . 2 1 . E s f u e r z o s e n t o d a s l a s b a r r a s d e l a e s t r u c t u r a . L a l o n g i t u d d e t o d a s
l a s b a r r a s e s 4 . 0 0 m e x c e p t o l a d e l a 1 - 2 y 5 - 7 q u e e s d e 4 3 m .
- 4
T o d a s e l l a s , s e h a n d i m e n s i o n a d o d e m o d o q u e L / E Q = 2 , 5 x l O m i t o
5 . 2 2 . E s f u e r z o s e n t o d a s l a s b a r r a s d e l a e s t r u c t u r a a r t i c u l a d a p l a n a d e
l a f i g u r a .
S e s u p o n e q u e e n l a a r t i c u l a c i o n d e l n u d o 6 e x i s t e u n r o z a m i e n t o , t a l
q u e i n d u c e u n m o m e n t o e x t e r i o r M p r o p o r c i o n a l a l c a m b i o d e l a n g u l o r~
l a t i v o ~8 e n t r e l a s b a r r a s 4 - 6 y 5 - 6 q u e c o n c u r r e n e n e l . S e s a b e q u e
- 3 . .
p a r a u n a v a r i a c i o n d e a n g u l a 1 0 r a d i a n e s , a p a r e c e u n m o m e n t o d e 5 0
m t .
T o d a s l a s b a r r a s s o n d e s e c c i 6 n c o n s t a n t e e , i g u a l a 1 0 c m
2
. E = 2 x l 0
6
- 2
k g c m .
5 . 2 3 . R e s o l v e r i d e n t i c o p r o b l e m a a l 5 . 2 2 p e r o s u p o n i e n d o q u e ~8 e s e l a n g u l a
d e g i r o e n e l n u d o d e l a s d o s b a r r a s c o n c u r r e n t e s e n e l n u d o c o n r o z a -
m i e n t o .
5 . 2 4 . E n l a e s t r u c t u r a a r t i c u l a d a d e l a f i g u r a , t o d a s l a s b a r r a s s o n c i r c u -
l a r e s , d e d i á m e t r o e x t e r i o r 1 0 c m y e s p e s o r 1 c m . E l r a d i o m e d i o d e
l a e s t r u c t u r a e s d e 1 m .
S i l a b a r r a 1 - 2 s u f r e u n a c o r t a m i e n t o d e 6 c m , h a l l a r e l m o v i m i e n t o
6 - 2
r e l a t i v o e n t r e l o s n u d o s 2 y 4 . E = 2,ly~0 k g c m
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F i g w r . . a . 5 . 2 7 . E j 0 1 . . u U O 5 . 2 0
3
s
1 0 0 t .
1 0 0 t .







":-+--)t '/~ ( (,o lt ,,o.,
F~gUA~. 5.29. Eje~c{c{o 5.22.
S . l'~c"'oI"l
F~gun~ 5.30. Ej~~c{c{o 5.24.
1 8 3 .
5 . 2 5 . U n t i p o e s t r u c t u r a l f r e c u e n t e u t i l i z a d o p a r a c u b r i r g r a n d e s e . s p a c i o s
r e g u l a r e s , e s t a c o n s t i t u i d o p o r c e l o s i a s e s p a c i a l e s . S u c a l c u l o e x i -
g e n o r m a l m e n t e l a u t i l i z a c i o n d e u n c o m p u t a d o r o b i e n l a a s i m i l a c i o n
a e s t r u c t u r a s c o n t i n u a s e n l a f o r m a d e s a r r o l l a d a , p o r e j e m p l o , p o r
M a k o w s k i . E n e s t e e j e r c i c i o s e p r e s e n t a u n c a s o m u y s i m p l e d e d o s c e
l o s i a s p l a n a s q u e s e c r u z a n e n a n g u l o r e c t o y q u e d e b e n d e r e s i s t i r
u n a c a r g a c o n c e n t r a d a d e 3 0 t , c o m o i n d i c a l a f i g u r a . T o d a s l a s b a r r a s
2 6 - 2
s o n d e s e c c i 6 n c o n s t a n t e d e 1 0 c m y E = 2 , O x l O k g c m
D e t e r m i n a r ( a ) F l e c h a m a x i m a . ( b ) E s f u e r z o e n l a b a r r a O - O ' .
5 . 2 6 . E n l a e s t r u c t u r a a r t i c u l a d a d e l a f i g u r a ( a ) t o d a s l a s b a r r a s s o n d e
s e c c i o n c o n s t a n t e , f o r m a d a s p o r p e r f i l e s d e a c e r o d e s e c c i o n c u a d r a -
d a d e l a d o 2 0 c m y 5 1 l l I l l d e e s p e s o r .
B a j o l a a c c i o n d e u n a s c a r g a s e x t r a o r d i n a r i a s i m p r e v i s t a s e n e l c a l -
c u l o , l a b a r r a 3 - 4 p a n d e a y a d q u i e r e u n a d e f o r m a d a d e f i n i t i v a c o n s t i
t u i d a p o r d o s t r a m o s c i r c u l a r e s , t a l c o m o s e i n d i c a e n l a f i g u r a I ( b ) .
E n e s t a s c o n d i c i o n e s y b a j o l a a c t u a c i o n d e l a s c a r g a s q u e s e i n d i c a n
e n l a f i g u r a ( a ) , d e t e r m i n a r e l i n c r e m e n t o d e f l e c h a v e r t i c a l q u e s e
p r o d u c e e n l a s e c c i o n A , r e s p e c t o a l a s i t u a c i 6 n a n t e r i o r a l p a n d e o
d e l a b a r r a 3 - 4 , e s d e c i r , c u a n d o e s t a e s r e c t a y s i n i m p e r f e c c i o n e s .





5 . 2 7 . D i b u j a r l a d e f o r m a d a d e l a e s t r u c t u r a d e l a f i g u r a .
L a s b a r r a s 1 - 2 y 8 - 9 s o n d e h o r m i g o n E
k
= 3 0 0 . 0 0 0 k g c m -
2
y s e c c i o n
m a c i z a d e 0 , 2 5 x O , 5 m
2
. E l r e s t o d e l a s b a r r a s s o n t u b o s d e a c e r o ,
d e s e c c i o n 1 0 c m
2
y m o d u l o d e e l a s t i c i d a d E 2 x l 0
6
k g c m -
2
a
5 . 2 8 . E n l a f i g u r a s e r e p r e s e n t a d e f o r m a e s q u e m a t i c a u n a r c o t r i a r t i c u l a d o ,
s e m i c i r c u l a r , d e s t i n a d o a c u b r i r u n g r a n p a b e l l o n c o m e r c i a l . P a r a l a
c a r g a d e 1 t l m d e p r o y e c c i o n h o r i z o n t a l i n d i c a d a s e d e s e a d i m e n s i o n a r
d e f o r m a a p r o x i m a d a l o s c o r d o n e s s u p e r i o r e i n f e r i o r d e d i c h o a r c o .
E n u n p r i m e r t a n t e o , s e p u e d e n s u p o n e r d e i g u a l a r e a t o d a s l a s b a r r a s
d e a m b o s c o r d o n e s . L a s t e n s i o n e s a d m i s i b l e s s o n : B a r r a s c o m p r i m i d a s :
O c = 0 , 8 t / c m
2
. ( c o n o b j e t o d e t e n e r e n c u e n t a l a i n e s t a b i l i d a d e l a s t i
c a ) ; b a r r a s t r a c c i o n a d a s : 0 t = 1 , 2 t / c m
2
• S E P I D E :
O b t e n e r e l p e s o t o t a l d e a c e r o n e c e s a r i o p a r a c o n s t r u i r l o s c i t a d o s c o r
d o n e s s u p e r i o r e i n f e r i o r .
M o d u l o d e e l a s t i c i d a d d e l m a t e r i a l : 2 . 0 0 0 . 0 0 0 K g / c m
2
•
P e s o e s p e c í f i c o d e l a c e r o : 7 , 8 5 t / m
3
.
' P ~ 3 O t .
a l P e J t ó p e . c ; U v a .
"
. - - - - - - - + - - - - - - -
b J P l a n t a .
1 8 4 .
c . l V~..ta A .
o
1'~'D l , r - - - - , j
~ \ 3 m




. 1 8 ; m .
¡
1 -
Fig~ 5 . 3 1 . Eje.~c.~c.io 5 . Z 5 .
1 8 5 .
l 3 . 0 0 I ' t l I
í J í
a 1 E h : t J w . c ; C u J 1 . a . .
L / 2 L / 2
t - - t " - - - - f
b l V~tíOJlma.'da. d e . . L a . j u v v t a . d e b i d o a l . p a n d e o
F i g W t a 5 . 3 2 . E j e . J 1 . U U o 5 . 2 6 .
g









F i g w r . a 5 . 3 3 . E j e . J 1 . u u o 5 . 2 7 .
1 t/m
-r----------20.OO m




E J E R C I C I O S . S O L U C I O N E S
1 8 7 .
5 . 2 . B A R R A

















2 8 , 5 3 0 , 4 1 0 , 3 8 4
0 , 1 5 7 2 , 0 0 0
- 1 9 , 2
2 - 3 8 5 6
I
3 0
2 8 , 5 3 0 , 4 í 0 , 3 8 4 0 , 1 5 7 2 , 0 0 0
- 1 9 , 2
1 - 4
8 3 2 2 5
3 3 , 2 5 0 , 4 0
0 , 6 3 1
0 , 2 5 2 6 , 2 8 6
- 3 1 , 6
2 - 4 !
8 3 2 2 5
3 3 , 2 5 0 , 4 0 0 , 6 3 1 0 , 2 5 2
6 , 2 8 6 - 3 1 , 6
3 - 4 · 1
4 0 0 1 6
2 5 , 0 0 0 , 1 9 0 , 2 2 5
0 , 0 4 3
0 , 6 0 0 1 1 , 3
¡
0 , 8 6 1 1 7 , 1 7 2
E l e s t a d o 1 c o r r e s p o n d e a u n a r e a c c i ó n h o r i z o n t a l u n i d a d .
E c u a c i ó n d e c o m p a t i b i l i d a d :
1 7 , 1 7 2 x 1 0 -
3
X + 0 , 8 6 1
o ·
,
x = - 5 0 , 1 5 t ;
L a r e a c c i ó n e s d e X - 5 0 , 1 4 ( c o m p r i m i e n d o l a e s t r u c t u r a ) .
5 . 5 . N
1 2
= - 4 , 2 3 t ,
N
2 3
= 4 , 7 2 t ,
N
2 5
= 2 , 8 9 t
y N
1 5
= - 2 , 4 2 t .
5 . 6 . N
1 2
0 1 , 3 3 t , N
I 3
= - 0 , 7 6 t , N
2 3









= - 1 , 3 3 t .
V
3
= 1 , 9 7 m m ( h a c i a a b a j o ) .
5 . 7 .
B A R R A
N ( t ) M ( m t )






2 - 1 , 0 4 0 0 , 5 3 8 1
¡
3
- 1 , 1 2 2 1 , 2 4 5 1
I
4
- 3 , 1 2 0
1 , 6 I 4 [
5
1 , 0 0 0
°
5 . 9 .
B A R R A
N
1 8 8 .
N . = N~ + X N :
l . l . l .
. .
1 - 2 - 9 , 0
0 , 8 5
- 3 , 6
1 - 3
9 , 0 - 1 , 7 3
- 2 , 0
2 - 3
5 , 0
- 0 , 4 7
2 , 0
2 - 4
- 9 , 4
1
0 , 9 1
- 3 , 6
3 - 4 2 , 3
!
- 0 , 2 5
0 , 7
3 - 5 1 0 , 1
I
- 1 , 7 5
- 1 , 0
4 - 5
- 2 , 2
¡
- 0 , 2 5
- 3 , 8
4 - 6
- 7 , 3
¡
0 , 9 1














- 1 , 7 3
- 4 , 4
I
I
6 - 7 - 8 , 7 0 , 8 5
1
- 3 , 3
!
5 . 1 0 . C a ) X l = 1 l , 5 5 t ; Y 1 = 2 , 4 2 t :
R
6
2 4 , 8 4 t ; R
1 0
= - 1 2 , 9 t
X = -
° 1
L : N . N .
l . l .
¿:N~
l .
6 , 3 6 t
C b )




1 - 3 9 , 3
2 - 3 - 6 , 0
I
2 - 4
0 , 5 I
3 - 4
1 1 , 8 I
3 - 5 0 , 5
4 - 5 0 , 5
2 - 6 4 , 4
4 - 6
1 2 , 3
-
C c ) u = 0 , 0 3 7 5 m m .
v = 0 , 4 2 0 0 m m .
N
4 , 4 c o s 1 / J j M
(
T I , . , T I
- " ' - . . . , ¡ , e -
3 - ' t ' _ 3 )
1
4 , 4 L C c o s 1 / J - 2 ' )
5 . 1 1 . E s t r u c t u r a d o s v e c e s h i p e r e s t á t i c a .
B A R R A N
B A R R A
N
1 8 9 .
1 - 2





S - l O 4 , 3
2 - 3
- 4 , 0 9 - 1 0
O
2 - 4
- 9 , 1
9 - - 1 1 3 , 5
3 - 4 4 , 6 1 0 - 1 1
O
3 - 5 - 2 , 1 1 0 - 4 4 , 3




5 - 6 - 3 , 2
5 - 7
1 , 4
6 - 7 - l , S
1
5 . 1 2 . ( a ) 6 2 _ 4 = 0 , S 1 2 m m .
( b ) X a c c i ó n s o b r e l a b a r r a c u r v a . E l á r e a e q u i v a l e n t e d e e s t a e s :
r ¿ = 3 5 , 7 .
L a e c u a c i ó n d e c o m p a t i b i l i d a d c o n d u c e a X = - 2 , 9 5 .
B A R R A
1 - 2 1 - 3 2 - 3
I 2 - 5
3 - 4 3 - 5
!
4 - 5
¡ 4 - 6
5 - 6
B a r r a c u r v a
~
N
- 6 , 0 0 2 , 0 0 - S , 5 2 - 2 , 4 6




, 2 2 1 -
1
, 1 0
0 , 9 0 - 2 , 9 5
5 . 1 7 . E s t a d o d e l a r c o :
P
/ " " t
E s t a d o ( O )
,
t . . . . ." ,
E s t a d o ( 1 )
~ f/~
I------~
E s t r u c t u r a
- s e n o :
M
O
= ~ R ( 1 - c o s o : )
2
1
M = - R s e n o :
6
0
= P R O - l O O N )
S E r ¿
6
1
= ~(R _ 1 ) ( l + 1 0 0 N )
E r ¿ 3 4
6
0
_ 1 0 0 N - 3
H = P - - - - : : : - - - - -
- ~ - S ( ! - - 1 \ ' ( 1 0 0 N + l )
3 4 . / . .
1 9 0 .
S e e s t u d i a n d o s c a s o s :
N = l ,
o - 5
8 = - 2 4 , 2 s P x l 0
0
1
= 1 2 4 0 6 x l O -
s
,
H = l s , 6 3 6 t
o - S 1 - 5
N = s O , o = - 1 2 4 9 , 2 s P x 1 0 ; o = 6 1 4 3 , 2 3 x 1 0 ; H = 1 6 , 2 6 8 t
A d o p t a n d o c o m o h i p e r e s t á t i c a l a a c c i o n s o b r e l a b a r r a c u r v a s e o b t i e -
n e l a e c u a c i ó n d e c o m p a t i b i l i d a d :
N = 1 :
N = 5 0 :
- 2 5 5 , 3 0 + X . 1 8 , 4 1 = O
- 2 5 9 , 0 8 + X . 6 2 0 , 3 0 = O
x = 1 3 , 8 7 t
X = 0 , 4 2 t
B A R R A
1 - 2 1 - 3
2 - 3 2 - 4 3 - 4 3 - 5
4 - 5
4 - 6 5 - 6




- 4 6 , 2 1 2 3 , 1
O - 2 1 , 3
O
I : L ,
O - 2 1 , 3 O
( N = s O ) N
F
- 4 6 , 2 1 2 3 , 1
O
í
- 7 , 9 O ! 2 3 , 1
O
- 7 , 9 O
¡
2 3 , 1 - 4 6 , 2
2 3 · 1 ¡ - 4 6 2
5 - 7 6 - 7
E n l a b a r r a c u r v a l a a c c i o n s o b r e e l l a e s :
( N = l )
( N = s O )
H 1 5 , 6 3 6 1 3 , 8 7 = 1 , 7 7 t
H = 1 6 , 2 6 8 - 0 , 4 2 = 1 5 , 8 5 t
L a f l e c h a v e r t i c a l d e l n u d o 5 e s :
( N = l ) v = 8 2 B - m m '
5 ' ,
( N = s O ) V
s
= 3 , 6 2 m m .




c o r r e s p o n d i e n
t e s























p e c t i v a r n e n t e . E l e s t a d o O










( 1 0 + 6 ( 3 ) X
1
+ ( 8 + 6 ( ; ) X
2
= 2 0
( 8 + 6 ( 3 ) X
1





= - 0 , 0 6 5 9
X l - 0 , 9 2 2 0
1 9 1 .






- 0 , 1 6
- 9 , 4 7 1 , 4 6 - 0 , 1 6 0 , 1 6 2 , 0 8 - 4 , 3 1 1 , 6 1 - 4 , 1 6
5 . 2 2 . E l e s t a d o ( O ) c o r r e s p o n d e a l n u d o s i n r o z a m i e n t o . E l e s t a d o ( 1 )
s e s u p o n e c a r g a d o c o n s e n d o s m o m e n t o s u n i d a d e n l a s b a r r a s 4 - 5
y 5 - 6 .
L a e c u a c i o n d e c o m p a t i b i l i d a d e s :
x = - 7 , 6
M
k = - =
M
B A R R A \
1 - 2 ! 1 - 3 i 2 - 3
2 - 4
3 - 4 ¡
3 - 5 4 - 5 4 - 6
I 5 - 6
N
1 - 1 5 , 0 ° 1 1 3 , 3 ° 1 6 , 6 7 .
~13, 3 0
7 , 5 0 1 6 , 7 0







5 . 2 4 . E~ = 1 , 6 8 x 1 0 c m / t
~ = 4 4 9 x 1 0 -
3
c m / t
E~
A c e r c a m i e n t o = 3 , 4 3 c m .
( b a r r a s r e c t a s )
( b a r r a s c u r v a s )
5 . 2 5 . ( a ) v = 2 1 , 3 m m
( b ) N 0 0 ' = 9 , 6 5 t .
5 . 2 6 . E l o n g a b i l i d a d e q u i v a l e n t e (l/E~) = 0 , 0 3 2 8 0 4 c m / t .
e q
°
F l e c h a p r o p i a d e l a b a r r a c u r v a : f = 0 , 3 1 7 3 c m .
1~ c a s o : f = 1 , 1 7 c m .
2~ c a s o : f = 1 . 8 8 c m .
I n c r e m e n t o ~f = 7 , 1 m m .
5 . 2 7 . L a s d e f o r m a c i o n e s p a r a e l d i a g r a m a d e W i l l i o t s o n :
1 9 2 .
B A R R P .
2 - 3 2 - 4 3 - 4 3 - 5 4 - 5
4 - 6
5 - 6 1 5 - 7
6 - 7 1
6 - 8
7~8
6 . 4 , 4 0 - 7 , 0 4 3 , 0 0 5 , 7 0
- 3 , 0 0
1 - 4 , 1 9
3 , 0 0 - b , 8 5
- 3 , 0 0 1 - 1 , 1 9
3 , 0 0




N u d o 8 . - D e s p l a z a m i e n t o s u = O
v = 1 9 2 x 1 0 -
4
m .
5 . 2 8 .
1
s e n e - 4 0
2
N I = 2 " ( 4 5
s e n 8 - 1 0 )
1
2
s e n e - 1 0 )
N
2
= 2 " ( 6 0





















= - 1 1 , 3 0
- 1
)
S e c o n s i d e r a n l a s s o l u c i o n e s d i v i d i d a s e n 9 p a r t e s .
e = O




6 0 7 0
8 0 9 0
N I
- 5
- 1 , 7 0
0 , 3 6 1 , 2 5
1 , 2 0 0 , 5 - 0 , 5 1
- 1 , 5 2




- 8 , 8 7 - 1 0 , 9 0 , . . n , 2 5 - 1 0 , 2 9
- 8 , 4 6 - 6 , 3 2
- 4 , 3 5
- 2 , 9 9 - 2 , 5 0
~1
6 , 2 5
2 , 1 3
1 , 0 4
1 , 1 1 1 , 0 0
0 , 6 4 1 , 9 0
2 , 8 0 3 , 1 3
f J
2
1 1 , 0 9 1 3 , 6 3
1 4 , 1 3
1 4 . , 0 5 1 2 , 8 5 1 0 , 8 5 7 , 9 0
5 , 4 4
3 , 3 7
P o r c o n s i g u i e n t e , e l p e s o e s :
P = 0 , 6 0 1 4 t .
S i s e t o m a s e ~1 ~ Y ~2 ~ c o n s t a n t e r e s u l t a r í a e l p e s o :
m a x m a x
P = 0 , 9 8 5 8 t
1 9 3 .
C A P I T U L O 6 . - T E O R E M A S E N E R G E T I C O S
6 . 1 . - I n t r a d u c c i ó n
C o m o s e h a i n d i c a d o e n e l c a p í t u l o 2 , e l c á l c u l o d e u n a e s t r u c t u r a
s e p l a n t e a m e d i a n t e t r e s g r u p o s d e e c u a c i o n e s . L a s p r i m e r a s d e e q u i l i b r i o
r e l a c i o n a n m a g n i t u d e s e s t á t i c a s y l a s d u a l e s e n m o v i m i e n t o s c o r r e s p o n d e n
a l a s e c u a c i o n e s d e c o m p a t i b i l i d a d . E l n e x o e n t r e l a s m a g n i t u d e s q u e i~
t e r v i e n e n e n a m b o s g r u p o s d e e c u a c i o n e s s e e f e c t u a c o n l a s e c u a c i o n e s
c o n s t i t u t i v a s d e l m a t e r i a l .
L o s m é t o d o s d e c á l c u l o d e e s t r u c t u r a s b a s a d o s e n l a s r e l a c i o n e s a n -
t e r i o r e s s e d e n o m i n a n d i r e c t o s , y t o d o s e l l o s s e c a r a c t e r i z a n b a s i c a m e n
t e e n e l o r d e n o t é c n i c a d e r e s o l u c i o n d e l a s e c u a c i o n e s e s t r u c t u r a l e s .
E x i s t e n u n a s a l t e r n a t i v a s d e c a l c u l o d e e s t r u c t u r a s , q u e s i b i e n
c o n d u c e n a i d é n t i c a s e c u a c i o n e s y r e s u l t a d o s , s u f o r m u l a c i ó n e s b á s i c a
m e n t e d i f e r e n t e . E l c a r a c t e r d e e s t o s m e t o d o s , d e n o m i n a d o s i n d i r e c t o s y
q u e s e b a s a n e n p r i n c i p i o s e n e r g e t i c o s , e s e m i n e n t e m e n t e g l o b a l , a t o d a
l a . e s t r u c t u r a , e n c o n t r a s t e c o n l o s m e t o d o s d i r e c . t o s , c u y o p l a n t e a m i e n -
t o l o c a l ( e n u n e l e m e n t o d i f e r e n c i a l , r e b a n a d a o e l e m e n t o e s t r u c t u r a l ) e s
e v i d e n t e y s e i n t e g r a o c o m p o n e p o s t e r i o r m e n t e a t o d a l a e s t . r u c t u r a .
A c o n t i n u a c i ó n s e e x p o n e n l o s d o s p r i n c i p i o s e n e r g é t i c c s fundament~
l e s d e l c a l c u l o l i n e a l d e e s t r u c t u r a s : U n o d e e l l o s , a s o c i a d o e n l o s m~
v i m i e n t o s v i r t u a l e s y d e n o m i n a d o d e l t r a b a j o virtual~ E l o t r o , c o n o c i d o
c o m o p r i n c i p i o d e l t r a b a j o c o m p l e m e n t a r i o v i r t u a l r e l a c i o n a f u e r z a s V l r
t u a l e s .
E n a m b o s p r i n c i p i o s y s u s c o n s e c u e n c i a s , s e a s u m e n l a s s i g u i e n t e s
h i p ó t e s i s d e l i n e a l i d a d e s t a t i c a ( p e q u e ñ o s m o v i m i e n t o s ) y c i n e m a t i c a
( p e q u e ñ a s d e f o r m a c i o n e s ) p e r o c o n o b j e t o d e a l c a n z a r u n a m a y o r g e n e r a l i -
d a d s e c o n s i d e r a m a t e r i a l n o l i n e a l . P o r o t r a p a r t e , s e s u p o n e n o e x i s -
t e n f u e r z a s d i s i p a d o r a s d e e n e r g í a y q u e l a s e s t r u c t u r a s s o n e l á s t i c a s
y c o n s e r v a t i v a s , e n e l s e n t i d o q u e l a e n e r g í a d e d e f o T I G a c i o n d e e s t . a s
s o l o d e p e n d e d e s u s c o n f i g u r a c i o n e s i n i c i a l y f i n a l , p e r o e s i n d e p e n -
d i e n t e d e l a h i s t o r i a d e l a c a r g a .
1 9 4 .
6 . 2 . - T r a b a j o y e n e r g í a d e d e f o r m a c i 6 n y s u s c o n t r a p a r t i d a s c o m p l e m e n -
t a r i a s
S e a u n a e s t r u c t u r a , e n l a q u e a c t ú a u n a f u e r z a Q , e n u n g d l p r o -
d u c i e n d o u n m o v i m i e n t o e f i c a z q l ' S e s u p o n e q u e e x i s t e u n a r e l a c i 6 n e n
t r e a m b a s m a g n i t u d e s , m o n o t 6 n i c a c r e c i e n t e , e n e l s e n t i d o d e q u e a l i n
c r e m e n t a r l a f u e r z a Q 1 e l m o v i m i e n t o q 1 a u m e n t a . E s t a s i t u a c i 6 n o c u r r e
e n l a m a y o r í a d e l a s e s t r u c t u r a s e s t a b l e s - e s d e c i r , c o n c a r g a s l e j a -
n a s d e l a c r í t i c a q u e p r o d u c e l a i n e s t a b i l i d a d . S e p u e d e e v a l u a r e l t r a
b a j o W q u e r e a l i z a l a f u e r z a Q e l c r e c e r g r a d u a l m e n t e d e s d e u n v a l o r n : : ! .
l o a u n n i v e l Q , q u e p r o d u c e e l movi~einto q , s i m p l e m e n t e m e d i a n t e l a
i n t e g r a l :
W = =
( 6 . 1 )
E l v a l o r d e l t r a b a j o e s t á r e p r e s e n t a d o p o r e l a r e a d e l a f i g u r a 4 . 1 ,
e n d o n d e l a r e l a c i 6 n Q 1 -
q
1 s e s u p o n e g e n e r a l , e s d e c i r , n o l i n e a l y a










( a ) C a s o g e n e r a l
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F I G U R A 6 . 1 . - T r a b a j o y t r a b a j o c o m p l e m e n t a r i o .
S i s e c o n s i d e r a M g d l e n l a e s t r u c t u r a , e n l a s q u e a c t ú a n l a s f u e r
z a s Q 1 ' Q 2 ' Q M ' p r o d u c i e n d o l o s m o v i m i e n t o s e f i c a c e s q l , q 2 q M
r e s p e c t i v a m e n t e , e l t r a b a j o W s e o b t e n d r í a , a l s e r e n e s c a l a s , p o r s i m
p I e s u m a , o s e a :
\ / . '
Q . d q .
l l
d g
1 9 5 ,
( 6 . 2 )
e n d o n d e , l~s i n t e g r a l e s s e e v a l ú a n e n t r e l o s c o r r e s p o n d i e n t e s v a l o r e s
i n i c i a l y f i n a l d e l a c a r g a . L o s v e c t o r e s d e c a r g a s Q y m o v i m i e n t o g
s e d e f i n e n c o m o v e c t o r e s c o l u m n a s , e s d e c i r :
T
. 9 .
D e u n m o d o d u a l , s e d e f i n e e l t r a b a j o c o m p l e m e n t a r i o r e a l i z a d o p o r
l o s m o v i m i e n t o s q . a b a j o l a a p l i c a c i ó n d e l a c a r g a Q . a l a s i g u i e n t e
l l
i n t e g r a l ; e s d e c i r e l á r e a e s r e p r e s e n t a d a e n l a f i g u r a 4 . 1 .
w * =j~ i
i = l




\ d Q T q
J
( 6 . 3 )
E n e l c a s o d e e s t r u c t u r a s l i n e a l e s , s e c u m p l e e v i d e n t e m e n t e , l a
i g u a l d a d d e a m b o s t r a b a j o s :
w = w *
L a s f ó r m u l a s a n t e r i o r e s p u e d e n e x t e n d e r s e a e s t r u c t u r a s c o n i n f i -
n i t o s g r a d o s d e l i b e r t a d , s u s t i t u y e n d o l a s s u m a s f i n i t a s a n t e r i o r e s
p o r i n t e g r a l e s , e s d e c i r :
S i Q = Q(~) r e p r e s e n t a l a i n t e n s i d a d e n e l p u n t o 3 { - f ¿ d e l a
d i s t r i b u c i ó n d e c a r g a s o b r e u n d o m i n i o ( l o n g i t u d , á r e a o v o l u m e n ) y




. - . J o
, . ,
r
\ Q ( x ) j q ( x )
) - -
y~
- ! " ' i
i Q 1 _
w * \ \ 6 Q ( x ) . q ( x ) • d . J L
! .
. . i o ¡ . . . . . . . . . . . ,
- . . 1 ' : - '
t c o m p a t i b l e s c o n e l l o s . P a r a c a -
1 9 6 .
P o r o t r a p a r t e , b a j o l a a c c i ó n d e l a c a r g a Q . a p a r e c e n u n a s t e n -
l .
s i o n e s c r e n l a e s t r u c t u r a , q u e l o s e q u i l i b r a n . A d e m á s l o s m o v i m i e n -
t o s q . g e n e r a n u n a s d e f o r m a c i o n e s
1
d a p a r e j a de~ión-deformacióne f i c a c e s , e x i s t e u n a r e l a c i ó n a s i m i s m o
m o n o t ó n i c a c r e c i e n t e ( f i g u . : ' a 4 . 2 ) , q u e p r o d u c e u n t r a b a j o d e d e f o r m a -
c i ó n p o r u n i d a d d e v o l u m e n , a l a u m e n t a r p r o g r e s i v a m e n t e b a j o l a i n -
f l u e n c i a d e l a s c a r g a s y m o v i m i e n t o s c r e c i e n t e s , d a d o p o r l a e x p r e s i ó n :
i
r f J d f
" ' 0
( 6 . 4 )
e x t e n d i d a l a i n t e g r a l d e s d e e l v a l o r n u l o i n i c i a l h a s t a e l d e l e s t a d o
f i n a l d e c a r g a . L a e n e r g í a d e d e f o r m a c i ó n U d e t o d a s l a s e s t r u c t u r a s
s e o b t e n d r í a d i r e c t a m e n t e m u l t i p l i c a n d o l a i~tegral a n t e r i o r ( 6 . 4 )
p o r e l v o l u m e n e l e m e n t a l d V y s e e x t e n d e r i a l a i n t e g r a l a n t e r i o r a t o -
















A n á l o g a m e n t e l a e n e r g í a d e d e f o r m a c i ó n c o m p l e m e n t a r i a p o r u n i d a d
d e v o l u m e n e s :
/ ' O -
J ( . d ~.,
o
( 6 . 6 )
1 9 7 .
q u e e x t e n d i d a a t o d o e l v o l u m e n d e l a e s t r u c t u r a p e r m i t e o b t e n e r l a
e n e r g í a t o t a l d e d e f o r m a c i ó n c o m p l e m e n t a r i a U * , e s d e c i r :
( a ) CC ! J . J o 9 e J ' l e f L a i
u
- - - - - - - - _ . . . -
' i
( b ) C c u o l i n . e a l
( 6 . 7 )
S i e x i s t i e s e u n a d e f o r m a c i ó n i n i c i a l i m p u e s t a E
O
ó b i e n u n a t e n s i ó n
i n i c i a l ( p r e t e n s a d o ) 0 0 l a s e x p r e s i o n e s ( 6 . 4 ) y ( 6 . 6 ) a n t e r i o r e s , s e m o
d i f i c a r i a n p a r a i n c l u i r e s t o s t e r m i n a s c o n v i r t i e n d o s e e n :
y
r e s p e c t i v a m e n t e .
E n e l c a s o d e e s t r u c t u r a s a r t i c u l a d a s i s o s t a t i c a s c o n c a r g a s e n
n u d o s , l a s e n e r g í a s d e d e f o r m a c i ó n y d e d e f o r m a c i ó n c o m p l e m e n t a r i a s ,
s o n :
u






{ N . ( 6 . ) + N . } d 6 .
1 = 1 1 1 1
( 6 . 8 )
y U *
B N . O
. =1 ¡ a l { L ' i • ( N . ) + L ' i • } d N .
l = l l l l
1 9 8 .
( 6 . 9 )
E n l o q u e s i g u e s e h a r á r e f e r e n c i a a e s t e t i p o p a r t i c u l a r d e e s t r u c
t u r a s , s i b i e n , l o s r e s u l t a d o s s o n g e n e r a l e s a p l i c a d o s a t o d a c l a s e d e
e s t r u c t u r a s .
S i l a e s t r u c t u r a e s l i n e a l , e s d e c i r , e l m a t e r i a l e s e l á s t i c o y s i -
g u e l a l e y d e H o o k e , l a s e x p r e s i o n e s a n t e r i o r e s s e c o n v i e r t e n e n l a s S l
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E v i d e n t e m e n t e , s i l a e s t r u c t u r a e s c o n s e r v a t i v a , e l t r a b a j o e x t e r i o r
r e a l i z a d o p o r l a s f u e r z a s Q i s o b r e l o s m o v i m i e m : : o s q i ' e s i g u a l a l a
e n e r g í a d e d e f o r m a c i ó n a c u m u l a d a e n l a e s t r u c t u r a , o s e a :
W
U
( 6 . 1 0 )
o e q u i v a l e n t e m e n t e :
W * U *
( 6 . 1 1 )
6 . 3 . - E x p r e s i ó n d e l a s v a r i a c i o n e s d e l t r a b a j o y d e l a e n e r g í a d e d e f o r -
m a c . i ó n
S e s u p o n e u n s o l o g r a d o d e l i b e r t a d , e n e l q u e a c t ú a u n a f u e r z a Q .
l
q u e h a p r o d u c i d o u n m o v i m i e n t o q . . E n e s t e e s t a d o d e e q u i l i b r i o , s e i n
l
t r a d u c e u n a m o d i f i c a c i o n ( v a r i a c i o n a l m o v i m i e n t o ) ó q . c o n l o q u e l a
l
1 9 9 .
f u e r z a v a r i a a l n u e v o v a l o r Q . + o Q . p a r a a l c a n z a r l a n u e v a p o s i c i o n d e
1 . 1 .
e q u i l i b r i o . E s i n t e r e s a n t e c o n o c e r l a v a r i a c i o n t o t a l q u e s e h a p r o d u
c i d o e n e l t r a b a j o e x t e r i o r ~w e n t r e l o s d o s e s t a d o s . S e g ú n l a f i g u r a
6 . 3 , s e p u e d e e s c r i b i r :
c o n
Q . o q .
1 . 1 .
( 6 . 1 2 )
s i e n d o o l W y o 2
W
l a p r i m e r a y l a s e g u n d a v a r i a c i o n d e l t r a b a j o y O ( o 3
W
)
r e p r e s e n t a t é r m i n o s d e o r d e n 3 o s u p e r i o r .
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( a ) V a n ¡ a c { ó n d e i t A a b a j o
e
i
; 6 ' ¿ . - + ; r ¿ . 1 \
J . ( + d -
( b ) Van¡ac{ó~ d e i a e~e~gia d e
de6oJrmac{ó~
2 0 0 .
A n á l o g a m e n t e , e l i n c r e m e n t o d e l a e n e r g í a d e d e f o r m a c i o n e s :
é l U








= o N . M .
J J
S i e x i s t e n M g r a d o s d e l i b e r t a d , s e o b t i e n e n l a s v a r i a c i o n e s a n t e -
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. ¿ l O N . 0 6 .
M = o
N
J = J J
6 . 4 . - P r i n c i p i o d e l o s t r a b a j o s v i r t u a l e s
6 . 4 . 1 . E n u n c i a d o
A n t e s d e e n u n c i a r e s t e p r i n c i p i o , e s c o n v e n i e n t e i n t r o d u c i r a l g u n o s
c o n c e p t o s .
2 0 J .
M o v i m i e n t o s v i r t u a l e s a q e s u n c o n j u n t o d e m o v i m i e n t o s c i n e m á t i c a
m e n t e a d m i s i b l e s - s a t i s f a c e n l a s c o n d i c i o n e s d e c o m p a t i b i l i d a d y a p o -
y o s - p a r a l o s c u a l e s n o s e p r o d u c e v a r i a c i ó n d e l a s f u e r z a s e x t e r i o -
r e s ( a . º - = O ) . C o n s t i t u y e n m o v i m i e n t o s i d e a l e s y a q u e n o s o n f í s i c a m e n
· b l - ( * ) d ' 1 ~ ~. d 1 Q A ~
t e p O S l e s a u o e c a r a c t e r m o n o t o n l C O e a s c u r v a s - q . S l
p u e s , S l s e c o n s i d e r a n m o v i m i e n t o s v i r t u a l e s , l a v a r i a c i ó n d e t r a b a j o ,
~w s e r e d u c e a l a p r i m e r a v a r i a c i ó n , e s d e c i r :
( 6 . 1 6 )
y s e d e n o m i n a t r a b a j o v i r t u a l .
L a s d e f o r m a c i o n e s a A c o m p a t i b l e s c o n l o s m o v i m i e n t o s v i r t u a l e s 6 q ,
q u e s e p r o d u c e n e n l a e s t r u c t u r a s e d e n o m i n a n d e f o r m a c i o n e s v i r t u a l e s .
P o r d e f i n i c i ó n , n o m o d i f i c a n l o s e s f u e r z o s e x i s t e n t e s e n l a s b a r r a s d e
l a e s t r u c t u r a , a B , = O y p o r l o t a n t o , l a e n e r g í a d e d e f o r m a c i ó n v i r t u a l
q u e g e n e r a n e s :
~u
( 6 . 1 7 )
E l p r i n c i p i o d e l o s t r a b a j o s v i r t u a l e s e s t a b l e c e l a i g u a l d a d :
( 6 . 1 8 )
o a l t e r n a t i v a m e n t e s e e n u n c i a :
L a c o n d i c i ó n n e c e s a r i a y s u f i c i e n t e p a r a q u e u n a e s t r u c t u r a b a j o
l a s f u e r z a s Q y u n a s f u e r z a s N s e e n c u e n t r e e n e q u i l i b r i o , i m p l i c a
q u e p a r a u n c o n j u n t o a r b i t r a r i o d é m o v i m i e n t o s v i r t u a l e s a q y s u s d e
f o r m a c i o n e s c o m p a t i b l e s c o r r e s p o n d i e n t e s a~ e l t r a b a j o y l a e n e r g í a
d e d e f o r m a c i ó n v i r t u a l e s s e a n i g u a l e s , p o r l o t a n t o s e c u m p l e :
( * ) D e n t r o d e u n a p r i m e r a a p r o x i m a c i ó n s e p u e d e n c o n s i d e r a r l o s m o v i -
m i e n t o s y d e f o r m a c i o n e s v i r t u a l e s , s u f i c i e n t e m e n t e p e q u e ñ o s p o r
l o q u e e s r a z o n a b l e d e s p r e c i a r c o n t r i b u c i o n e s d e o r d e n s u p e r i o r
e n l a s v a r i a c i o n e s d e l t r a b a j o (~W) y d e l a e n e r g í a d e d e f o r m a c i ó n
( S V ) •
. . . . e q u i l i b r i o
T
- I ( 7 ¡
o Q = M - N , . J! l _ _ _
t . compati~le
a r b i t r a r i o
6 . 4 . 2 . - T e o r e m a d e l m o v i m i e n t o u n i d a d
2 0 2 .
( 6 . 1 9 )
S i e n l a e x p r e s i ó n ( 6 . 1 9 ) s e s u p o n e e l s i g u i e n t e m o v i m i e n t o v i r t u a l
( u n m o v i m i e n t o 5 q e n g d l i ) :
o q .
J
o p a r a
j i = i
( 6 . 2 0 )
q u e g e n e r a l a s d e f o r m a c i o n e s c o m p a t i b l e s v i r t u a l e s o~. s e o b t i e n e :
T
o q . Q . = M N
l - -
s i l a e s t r u c t u r a e s c i n e m a t i c a m e n t e l i n e a l , l a s d e f o r m a c i o n e s o~ p u e d e
e x p r e s a r s e c o m o s i g u e :
M 6 q . A l
s i e n d o o~1 l a s d e f o r m a c i o n e s c o m p a t i b l e s c o n u n m o v i m i e n t o u n í d a d e n e l
g d l i Y n u l a s e n l o s r e s t a n t e s g d l . P o r l o t a n t o s e d e d u c e :
B
= ' " - N ~~
i~l i l
( 6 . 2 1 )
E j e r u p l o 6 . 1 .
P . l a n t e a r e l t e o r e m a d e l m o v i m i e n t o u n i d a d e n e l g d l ( m o v i m i e n t o v e r -
t i c a l ) d e l n u d o 5 d e l a f i g u r a 6 . 4 .
- - 4 é
/ -
2 0 3 .
S e i i l t r o d u c e u n m o v i m i e n t o v e r t i c a l S - S ' = 1 Y u n a s d e f o r m a c i o n e s
c o m p a t i b l e s s o n :
r
I
F I G U R A 6 . 4 . - E j 0 m p f o 6 . 1 .
! J , S _ _ 7 = O ,
h
1 ' : : . 5 4 = r Z Z '
- y h + a
h
1 ' : : . 5 _ 8 = I 2 2 '
V h + a
y e n l a s r e s t a n t e s n u l a s .
C o n l o q u e r e s u l t a , l a e c u a c i ó n d e e q u i l i b r i o ( f u e r z a v e r t i c a l d e l
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2 0 4 .
6 . 4 . 3 . - T e o r e m a d e l a e n e r g í a p o t e n c i a l t o t a l e s t a c i o n a r i a
S e s u p o n e n q u e l a s f u e r z a s Q p r o v i e n e n d e u n c a m p o p o t e n c i a l , U , y a
e
q u e l a e s t r u c t u r a e s c o n s e r v a t . i v a , s e d e d u c e p a r a l a v a r i a c i o n d e l t r a b a
j o :
M
' = 1 Q . O q .
1 = 1 1
( 6 . 2 2 )
P o r l o t a n t o , e l p r i n c i p i o d e l o s t r a b a j o s v i r t u a l e s s e t r a n s f o r m a ,
e n l a s i g u i e n t e i g u a l d a d :
e s d e c i r :
o ( 6 . 2 3 )
c o n V = w + U l a e n e r g í a p o t e n c i a l t o t a l d e l a e s t r u c . t u r a , q u e s e o b s e r
e
v a e s e s t a c i o n a r i a .
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y c o m o l o s m o v i m i e n t o s v i r t u a l e s s o n i n d e p e n d i e n t e s r e s u l t a n l a s c o n d i -
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2 0 5 .
q u e c o r r 8 s p o n d e n a l e q u i l i b r i o d e l a s f u e r z a s y e s f u e r z o s e n l o s d i f e
r e n t e s g d l i .
6 , 4 . 4 . - P r i m e r t e o r e m a d e C a s t i g l i a n o




Q . o q . =
l = l - l
( 6 . 2 4 )
l a e n e r g í a d e d e f o r m a c i 6 n U e s f u n c i 6 n d e l o s m o v i m i e n t o s q i ' y a q u e s e
s u p o n e n c o n s t a n t e s l a s f u e r z a s Q e n e q u i l i b r i o c o n l o s e s f u e r z o s N .
D e s a r r o l l a n d o e n s e r i e d e T a y l o r , e l i n c r e m e n t o d e l a e n e r g í a d e d e
f o r m a c i 6 n U = U(~), a l v a r i a r ~ a ~ + o~ s e o b t i e n e :
b U
( 6 . 2 5 a )
o b i e n , e n f o r m a m a t r i c i a l :
b U
( 6 . 2 5 b )
L a m a t r i z H s e d e n o m i n a m a t r i z h e s s i a n a ( * ) y y u e s e l g r a d i e n t e
d e l a e n e r g í a d e d e f o r m a c i 6 n U .
C o m p a r a n d o l a s v a r i a c i o n e s p r i m e r a s d e l a s e c u a c i o n e s ( 6 . 2 5 ) c o n
( 6 . 1 4 ) , s e d e d u c e :
( * ) S e o b s e r v a q u e l a i g u a l d a d d e l a s v a r i a c i o n e s s e g u n d a s d e ( 6 . 2 5 ) y
( 6 . 1 4 ) c o n d u c e n a l a i g u a l d a d ~ o S = o Q , q u e r e p r e s e n t a l a m a t r i z
H c o m o l a d e r i g i d e z t a n g e n t e o i n c r e m e n t a l e n t r e i q y i Q .
2 0 6 .
, T Q
0 . 9 . . _
o b i e n
T
o s . . ( Q - y U ) O
C o m o o s . . T e s u n v e c t o r a r b i t r a r i o r e s u l t a :
Q = V U
o b i e n
3 U
Q . =
l 3 q .
l
q u e c o n s t i t u y e e l p r i m e r t e o r e m a d e C a s t i g l i a n o , q u e e x p r e s a u n a f u e r -
z a c o m o l a d e r i v a d a d e l a e n e r g í a d e d e f o r m a c i o n c o n r e s p e c t o a l m o v i -
m i e n t o e f i c a z .
6 . 4 . 5 . - T e o r e m a d e l a e n e r g í a d e d e f o r m a c i o n m í n i m a
S e v a a d e m o s t r a r a c o n t i n u a c i o n q u e s i s e c o m p a r a n d o s e s t a d o s p~
s i b l e s c o m p a t i b l e s d e d e f o r m a c i o n a s o c i a d o s c o n u n c o n j u n t o d a d o d e m o
v i m i e n t o s ( e l l o s m í s m o s n o s o n s u f i c i e n t e s p a r a d e t e r m i n a r c o m p l e t a m e n t e
e l e s t a d o d e d e f o r m a c i o n ) , e n t o n c e s e l v e r d a d e r o e s t a d o d e d e f o r m a c i o n
c o r r e s p o n d i e n t e a l a s i t u a c i o n d e e q u i l i b r i o , p r o d u c e u n a e n e r g í a d e d~
f o r m a c i o n m í n i m a .
S e c o n s i d e r a l a e s t r u c t u r a c o n u n o s m o v i m i e n t o s i m p u e s t o s q , q u e
p r o d u c e u n a s r e a c c i o n e s ( f u e r z a s ) e n s u d i r e c c i o n Q , y p o r c o n s i g u i e n -
t e a p a r e c e n u n a s d e f o r m a c i o n e s / ' . , . c o m p a t i b l e s c o n l o s m o v i m i e n t o s y u n o s
e s f u e r z o s N e n e q u i l i b r i o c o n l a s a c c i o n e s e x t e r i o r e s . S i e x i s t e n d i f e
r e n t e s e s t a d o s c e d e f o r m a c i o n c o m p a t i b l e s c o n q , q u e s e g ú n l a s c o n d i -
c i o n e s c o n s t i t u t i v a s c í e c a d a b a r r a o r i g i n a n u n o s e s f u e r z o s N , a l e s t a -
d o 6 q u e ~inimiza U c o r r e s p o n d e a l a u e l o s e s f u e r z o s N o r i g i n a d o s e q u i
l i b r a n a f u e r z a s e x t e r i o r e s Q .
2 0 7 .
P a r a d e m o s t r a r e s t e t e o r e m a s e c o n s i d e r a n u n n ú m e r o M I a r b i t r a r i o
d e g d l a d i c i o n a l e s e i n d e p e n d i e n t e s d e l o s M d e l a e s t r u c t u r a , p a r a
l o s c u a l e s l a s f u e r z a s c o r r e s p o n d i e n t e s Q ! = O Y l o s m o v i m i e n t o s q ! # O
1 1
c o r r e s p o n d e n a l o s q u e s e p r o d u c e n e n l a e s t r u c t u r a b a j o l a s c a r g a s
Q e n e q u i l i b r i o c o n l o s e s f u e r z o s ~, q u e s e d e f o r m a e n l a s c a n t i d a d e s
L y c o n u n o s m o v i m i e n t o s c o m p a t i b l e s ~. S e a d o p t a c o m o m o v i m i e n t o s
v i r t u a l e s l o s s i g u i e n t e s :
o q . = O
1
( p a r a i = 1 , 2 , . . • , M )
e n l o s g d l d e l a e s t r u c t u r a p a r a l o s q u e e x i s t e n l a s f u e r z a s Q . .
1
( p a r a i = 1 , 2 , . . . , M I )





\ < ; = · = 1 Q . o q . + · = 1 Q ! • oq~ = O
1 = 1 1 1 = 1 1
( 6 . 2 7 )
y p o r c o n s i g u i e n t e l a e n e r g í a d e d e f o r m a c i o n e s e s t a c i o n a r i a , p u e s t o
q u e p o r e l p r i n c i p i o d e l o s t r a b a j o s v i r t u a l e s s e p u e d e e s c r i b i r :
1
. ) U = O
o b i e n s e g ú n e l p r i m e r t e o r e m a d e C a s t i g l i a n o :
( 6 . 2 8 )
Q !
1
¡ J I )
' é l q :
1
O
( 6 . 2 9 )
L a s e c u a c i o n e s ( 6 . 2 8 ) y ( 6 . 2 9 ) e x p r e s a n c a d a u n a e l e s t a d o e s t a c i o
n a r i o d e l a e n e r g í a d e d e f o r m a c i o n c o n r e l a c i o n a l o s m o v i m i e n t o s ( y
d e f o r m a c i o n e s c o m p a t i b l e s ) .
2 0 8 .
P o r o t r a p a r t e , s i s e o b s e r v a e l s i g n o d e l a v a r i a c i 6 n s e g u n d a d e l
t r a b a j o , s e d e d u c e q u e e n l a s e s t r u c t u r a s e s t a b l e s e s p o s i t i v o .
E n e f e c t o , e l i n c r e m e n t o d e t r a b a j o r e a l i z a d o p o r l o s m o v i m i e n t o s
v i r t u a l e s 6 q i y o q i , e s :
l : , W
o l W + l 0 2
W
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e s s i e m p r e p o s i t i v a , s u p u e s t o q u e l a s r e l a c i o n e s f u e r z a - m o v i m i e n t o s s e a n
( * )
c r e c i e n t e s m o n o t o n i c a m e n t e
E s t e t r a b a j o l : , W e s i g u a l a l : , U y p o r l o t a n t o , s e d e d u c e q u e ¿ 2
u
> O ,
l o q u e i m p l i c a q u e U r e p r e s e n t a u n m í n i m o d e e n e r g í a . E n e f e c t o , c u a l -
q u i e r v a r i a c i o n d e l o s m o v i m i e n t o s oq~ r e s p e c t o a l o s e x i s t e n t e s q . ( Q .
1 1 1
n o v a r i a n ) s u p o n e u n c a m b i o d e l a e n e r g í a d e d e f o r m a c i o n a u n v a l o r m a
y o r U + 1 0 2 u q u e e l p r i m i t i v o U .
E l t e o r e m a s e e n u n c i a c o m o s i g u e :
C o n f i g u r a c i o n e s d e m o v i m i e n t o s ~ c o m p a t i b l e s c o n l a s d e f o r m a c i o n e s
~, p a r a l a s c u a l e s l o s c o r r e s p o n d i e n t e s e s f u e r z o s ~ e s t a n e n e q u i l i b r i o
c o n l a s f u e r z a s a p l i c a d o s Q , r e p r e s e n t a n c o n f i g u r a c i o n e s d e e n e r g í a d e
d e f o r m a c i o n U m í n i m a .
( * ) L a e x p r e s 1 0 n ( 6 . 3 0 ) p U 2 d e p o n e r s e e n l a f o r m a h e s s i a n a 0 . . 9 . .
1 1
! ! . 0 . 9 , .
q u e e s s i e m p r e p o s i t i v a p a r a 0 . 9 , . f . O , p o r l o t a n t a , g . , c o n s t i t u y e
u n a m a t r i z p o s i t i v a d e f i n i d a .
2 0 9 .
L a s c o n s e c u e n c i a s d e e s t e t e o r e m a s o n v a r i a s . C o n l a I D l s m a n o t a c i ó n
a n t e r i o r s e c o n s i d e r a e l e s t a d o 1 c o r r e s p o n d i e n t e a u n a p o s i c i ó n d e e q u i
0 , t a l queo('~ i~ 0 ,
- 1
q . p a r a d e f i n i r
1
l o t a n t o , e s u n a a p r o x i m a -e s t a c o n f i g u r a c i ó n d e e q u i l i b r i o y q u e p o r
l i b r i o d e l a s f u e r z a s Q . s o b r e u n a e s t r u c t u r a d e f i n i d a a h o r a n o s ó l o
J
p o r l o s m o v i m i e n t o s q . s i n o p o r e l c o n j u n t o q . y q~ ~
l 1 1
P o r o t r a p a r t e s e u t i l i z a n ú n i c a m e n t e l a s c o o r d e n a d a s
c i ó n d e l a e x a c t a d e f i n i d a e n e l e s t a d o l . E s t e n u e v o e s t a d o p a r a e l
c u a l s e i n t r o d u c e n l a s c o a c c i o n e s o q ! = O s e d e n o m i n a e s t a d o 2 .
1
A l c o m p a r a r a m b o s e s t a d o s 1 y 2 , s e d e d u c e d e l t e o r e m a d e l a ener~
g í a d e d e f o r m a c i ó n m í n i m a , l a d e s i g u a l d a d :
P o r o t r a p a r t e , l a e x p r e s i ó n d e c a d a u n a d e l a s e n e r g í a s d e d e f o r -

























¡ S ( Q + o Q ) T
o q
=
¡~ ( ! i + o ! i ) o~
O
-
L a v a r i a c i 6 n p r i m e r a d e l a e n e r g í a d e d e f o r m a c i ó n e n e l e s t a d o 2 s e
d e d u c e a l i n t r o d u c i r u n o s m o v i m i e n t o s v i r t u a l e s o q ( i n d e n t i c o s a l o s
c o n s i d e r a d o s e n e l e s t a d o 1 ) p e r o a h o r a c o n l a s r e s t r i c c i o n e s d e q u e
o q ' = O p o r l o q u e e n e l a p a r e c e n f u e r z a s c S Q ' q u e e q u i l i b r a n a l o s c S Q
e n l o s g d l q .
P o r l o t a n t o , s e o b t i e n e :
3 . T q T
¡ O Q o q < ¡ O ( Q + o Q ) o q
q u e i m p l i c a o Q . > O p a r a t o d o i .
1
2 1 0 .
S i s e r e p r e s e n t a l a c u r v a r e l a c i ó n f u e r z a s - m o v i m i e n t o s p a r a u n g d l
( f i g u r a 6 . 5 ) s e o b s e r v a q u e p a r a e l e s t a d o 2 , l a e s t r u c t u r a e s m a s r í -
g i d a . P o r l o t a n t o , s e d e d u c e d e l a m i s m a l a s s i g u i e n t e s c o n c l u s i o n e s :
" ! - ) )
: ) : ; . . - . . /
r . J i
/
¡ - ' : . ' . . / .
!~! J ; ;
n í i Á . . . - f ' v O ' : ' " ¡ . .
{ j 1 , U :r'~ ) " / ¡ " ¡ ' . ; , i - : t , , : ¡
/
r . , . ' . X c : , ( / ' . . . .
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s t t d & c · L
I
F I G U R A 6 . 5 . - R e i a c { ó n nu~~za-mov~.miento e n e l Q~O d e g d t Q o n mov~­
~entO-6 Q o a Q c . . i . o n a d o - 6 ! j U b . ! t e - 6 .
( 1 )
P a r a l o s m i s m o s m o v i m i e n t o s q . , l a e n e r g í a d e d e f o r m a c i ó n s e i n c r e -
l
m e n t a c u a n d o s e i n t r o d u c e n c o a c c i o n e s 6q~ = 0 , e n l a s c o n f i g u r a c i o -
l
n e s d e s p l a z a d a s - q i y q i s o n m o v i m i e n t o s i n d e p e n d i e n t e s - o P o r e l
c o n t r a r i o c u a n d o s e e l i m i n a n e s a s c o a c c i o n e s l a e n e r g í a d e d e f o r m a -
c i ó n d i s m i n u y e .
( 2 ) P a r a u n c o n j u n t o d a d o d e f u e r z a s Q . l a e n e r g í a d e d e f o r m a c i ó n d i s m í
J
n u y e a l i n t r o d u c i r l a s c o a c c i o n e s 8q~ = O . I n v e r s a m e n t e l a e n e r g í a
l
d e d e f o r m a c i ó n s e i n c r e m e n t a c u a n d o s e e l i m i n a n l a s c i t a d a s c o a c c í o
n e s .
( 3 ) P a r a u n c o n j u n t o d a d o d e f u e r z a s l a e n e r g í a d e d e f o r m a c i ó n e s u n m a
x i m o c u a n d o n i n g u n a c o a c c i ó n s e i n t r o d u c e e n l o s m o v i m i e n t o s .
2 1 1 .
E j e m p l o 6 . 2 .
C a l c u l a r l a c o n f i g u r a c i ó n d e e q u i l i b r i o e n l a e s t r u c t u r a c o n d o s
g d l d e l a f i g u r a , m e d i a n t e e l t e o r e m a d e l a e n e r g í a p o t e n c i a l m í n i m a .
¿
j l l
F I G U R A 6 . 6 . - E j 0 m p l o 6 . Z .
L a s f u e r z a s a c t u a n t e s s o n Q l y Q 2 ' L a s b a r r a s s o n d e s e c c i 6 n i d e n t i
c a ~l = ~2 = ~3 = ~ y s u s l o n g i t u d e s s o n :
1
c o s a .
y
1
S e a d o p t a n c o m o i n c 6 g n i t a s b a s i c a s l o s m o v i m i e n t o s q l y q 2 '
L a s d e f o r m a c i o n e s d e l a s b a r r a s s o n ~l' ~2 Y ~3' S u e x p r e s i 6 n e n
f u n c i 6 n d e l o s m o v i m i e n t o s s e d e d u c e n m e d i a n t e l a s e c u a c i o n e s c i n e m a -
t i c a s :
q l c o s a + q 2 s e n a
q l
q l c o s a - q 2 s e n a
( 6 . 3 1 )
L a s r e l a c i o n e s c o n s t i t u t i v a s d e l a s b a r r a s s o n :
2 1 2 .
N .
l
E r . : .
l / ' o .
1 . l
l
( i = 1 , 2 , 3 )
E n e r g í a p o t e n c i a l t o t a l :
v
u - w
E q u i l i b r i o s e p r o d u c e p a r a l a p o s i c i o n q i t a l q u e :
c o n l o q u e r e s u l t a n l a s e c u a c i o n e s d e e q u i l i b r i o d e l n u d o :
' d V
O
E r . : }
E r . :
2
E r . :
3
c o s a . - Q 1
O
6 } - 1 -
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' d q 2 1 ' 4
1
- '
o b i e n , e n t e r m i n o s d e l o s m o v i m i e n t o s :
Q 2
( q 1 c o s a + C J . 2
s e n a
) s e n a c o s a + ( q l c o s a - q 2
s e n a
) s e n a c o s a = E r . : 1
c u y a s o l u c i ó n e s :
2 1 3 .
1
3
1 + 2 c o s o :
1
2
2 s e n o : c o s o :
L o s e s f u e r z o s r e s u l t a n t e s s o n p o r l o t a n t o :
2
c o s o : 1
Q l 2 + Q 2 2 s e n o :













c o s o :
2
- Q
2 s e n o :
1 + 2 c o s o :
2













2 s e n o : c o s o :
S e c o m p r e n d e q u e s i s e a d o p t a u n a r e s t r i c c i ó n " a p r i o r i " e n t r e l o s
d o s m o v i m i e n t o s , p o r e j e m p l o q 2 = A q l c o n A c o n s t a n t e c o n o c i d a , r e d u -
c i e n d o e l n ú m e r o d e g d l ( d e 2 a 1 e n e s t e c a s o ) s e o b t i e n e :
L ' l
1
= ( c o s o : + A s e n o : ) q l
L a e n e r g í a p o t e n c i a l t o t a l e s :
v2 1 4 .
y s u v a r i a c i a n n u l a c o n d u c e a l a c o n d i c i ó n d e e q u i l i b r i o :
E n t e r m i n a s d e l m o v i m i e n t o q l ' s e d e d u c e l a e c u a c í a n :
2 2 1
{ ( c o s a + A s e n a ) c o s a + ( c o s a - - A s e n a ) c o s a + l } q l = ( Q l + A Q 2 ) E Q
c u y a s o l u c i a n e s :
L o s e s f u e r z o s r e s u l t a n t e s , s o n p o r l o t a n t o :
( c o s a + A s e n a ) c o s a
3 2 2 ( Q l + A Q 2 )
( 1 + 2 c o s a ) + A s e n a c o s a
1
3 2 2 ( Q l + A Q i )
( 1 + 2 c o s a ) + A s e n a c o s a
( c o s a - X s e n a ) c o s a ( Q + A Q )
. 3 2 2 ' 1 2
( 1 + 2 c o s a ) + A s e n a c o s a
S e c o m p r u e b a q u e e s t o s e s f u e r z o s e s t a n e n e q u i l i b r i o s e g ú n l a d i r e c
c i a n d e f i n i d a p o r q 2 = A q l ' E n e f e c t o , s e s a t i s f a c e l a e c u a c i 6 n :
( N
N
. . . ¡ . . ~T) 1 + ( N N ) A
. 1 c o s a . + 1 ' ) C O S a . . 1 < 3 2 1 s e n a . - 2 s e n a
~ { l + A V U A 2
L a e n e r g í a p o t e n c i a l t o t a l e s , e n e s t e c a s o :
o
2 1 5 .
v *
2
s e n a . c o s a .
S e o b s e r v a q u e o c u r r e V * > V .
. - . . . . - , - " - " , - - " ' - ' . - _. . . .~---
- - - - - - E j e m p l o 6 . 3 .
U t i l i z a n d o e l t e o r e m a d e l a e n e r g í a p o t e n c i a l t o t a l e s t a c i o n a r i a ,
i n d i c a r u n c a l c u l o a p r o x i m a d o d e l a e s t r u c t u r a d e l a f i g u r a 6 . 7 .
F I G U R A 6 . 7 . - E j e m p l o 6 . 3 .
S e s u p o n e n q u e l o s m o v i m i e n t o s d e l o s n u d o s s i g u e n l e y e s p r e f i j a -
d a s a p r i o r i . P o r e j e m p l o :
D e s p l a z a m i e n t o s h o r i z o n t a l e s , c o r d o n i n f e r i o r :
u = O
1
D e s p l a z a m i e n t o s h o r i z o n t a l e s c o r d 6 n s u p e r i o r :




( l - - ) q
3 a 1
( 6 . 3 2 )
2 1 6 .
D e s p l a z a m i e n t o s v e r t i c a l e s c o r d a n i n f e r i o r :
v .
l
( 6 . 3 2 )
D e s p l a z a m i e n t o s v e r t i c a l e s c o r d a n s u p e r i o r :
v
s
( 6 . 3 2 )
D e e s t a f o r m a s e p u e d e n d e d u c i r l a s d e f o r m a c i o n e s d e u n a b a r r a g e -









E n e f e c t o , l a l o n g i t u d d e l a b a r r a e s :
1
1 . = { ( x _ x ) 2 + ( y _ y ) 2 }
2
l I D n I D n
y e l a l a r g a m i e n t o :
6 . .
l
( 6 . 3 3 )
e n d o n d e ( u , v ) y ( u , v ) s o n l o s m o v i m i e n t o s d e l o s n u d o s m y n d e
m I D n n
l a b a r r a d e d u c i d a s d e l a s l e y e s ( 6 . 3 2 ) .
L a e n e r g í a p o t e n c i a l t o t a l d e l a e s t r u c t u r a e s :
v
u - w
C o n B e l n ú m e r o d e b a r r a s y M e l d e n u d o s c a r g a d o s ( e n e s t e c a s o corre~
p o n d i e n t e s al~órdan s u p e r i o r ) c o n f u e r z a s v e r t i c a l e s V y l o s m o v i m i e n -
m
t o s c o n s i d e r a d o s s o n v .
m
2 1 7 .
S e c o m p r u e b a q u e l a e n e r g í a p o t e n c i a l t o t a l V e s f u n c i 6 n d e l o s
p a r a m e t r o s q 1 ' q 2 Y q 3 ' L a p o s i c i 6 n d e e q u i l i b r i o s e a l c a n z a c o n :
' d V
- = O
' d q .
l
( l
1 , 2 , 3 )
S i s t e m a ( l i n e a l ) d e e c u a c i o n e s q u e p e r m i t e d e t e r m i n a r l a s t r e s i~
c e g n i t a s q . y p o r l o t a n t o , l o s m o v i m i e n t o s ( u , v ) d e t o d o s l o s n u -
l m m
d o s m e d i a n t e ( 6 . 3 2 ) , L o s e s f u e r z o s e n l a s b a r r a s s o n d i r e c t a m e n t e :
N .
l




1 : : . .
l
c o n 1 : : . . c a l c u l a d a s s e g ú n l a e x p r e s i 6 n ( 6 . 3 3 ) .
l
C o m o e n e l e j e m p l o a n t e r i o r , e s t e m é t o d o a p r o x i m a d o p e r m i t e c a l c u
l a r l a e s t r u c t u r a c o n u n n ú m e r o p e q u e ñ o d e p a r á m e t r o s i n c o g n i t a s . E l
e q u i l i b r i o d e l o s e s f u e r z o s N . c o n l a s f u e r z a s e x t e r i o r e s V s e s a t i s -
l I D
f a c e g l o b a l m e n t e ( s e g ú n d e t e r m i n a d a s " d i r e c c i o n e s " ) . L a s o l u c i 6 n e x a c -
t a p o r e s t e m é t o d o e x i g i r í a l a c o n s i d e r a c i o n d e 2 x 1 2 = 2 4 p a r á m e t r o s
( m o v i m i e n t o s u , v d e l o s n u d o s ) .
m m
, - r - - - - - - E j e m E l o 6 . 4 .
I C a l c u l a r m e d i a n t e a p l i c a c i o n d e l t e o r e m a d e l a e n e r g í a d e d e f o r m a -
I c i e n m í n i m a l a e s t r u c t u r a d e l a f i g u r a 6 . 8 , s u p o n i e n d o q u e $ / 3 = 2 $ / 1 =
I 2 $ / 2 Y q u e s o l o a c t u a u n m o v i m i e n t o d e v a l o r q e n l a d i r e c c i o n d e l g d l 1
¡
1 ( a s i e n t o d e l a p o y o ) . E l m o d u l o d e e l a s t i c i d a d e s c o n s t a n t e e i g u a l a E
p a r a t o d a s l a s b a r r a s .
/
. . Q . A
1 2 ; .










F I G U R A 6 . 8 . - E j 0 m p f o 6 . 4 .
2 .
2 1 8 .
S e a n q l Y q 2 l o s m o v i m i e n t o s s e g ú n l o s g d l 1 Y 2 r e s p e c t i v a m e n t e .
L a s d e f o r m a c i o n e s d e l a s b a r r a s c o m p a t i b l e s c o n e s t o s m o v i m i e n t o s s o n :
E l v a l o r d e q l = q e s c o n o c i d o ( d a t o d e l p r o b l e m a ) . E l c o n j u n t o d e
d e f o r m a c i o n e s 6
i
c o m p a t i b l e s c o n q d e p e n d e d e l p a r á m e t r o q 2 ' E l v a l o r
d e q 2 q u e d e f i n e l a s d e f o r m a c i o n e s 6
i
, c u y o s e s f u e r z o s c o r r e s p o n d i e n -
t e s N . ( N . = E~./l. , ~.) e s t a n e n e q u i l i b r i o , s e o b t i e n e d e l a c o n d i -
l l l l l
c i ó n d e m í n i m o d e U . P o r c o n s i g u i e n t e :
u
e s d e c i r :
E l v a l o r d e q 2 ' q u e m i n i m i z a U s e d e d u c e d e l a ecu~ción d e m í n i m o :
= O
E s t a c o n d i c i ó n e x p r e s a e l e q u . i l i b r i o s e g ú n e l g d l 2 Y s u r e s o l u c i ó n
c o n d u c e a l v a l o r d e q 2 s i g u i e n t e :
2 1 9 .
L a s d e f o r m a c i o n e s r e s u l t a n t e s ~. s e d e d u c e n p o r s u s t i t u c i o n e s d e
1
q 2 e n l a s e x p r e s i o n e s c o r r e s p o n d i e n t e s :
4
~l = " 3 q l c o s o :
S e c o m p r u e b a q u e s e g ú n e l g d l 2 s e s a t i s f a c e e l e q u i l i b r i o :
N i s e n a - N
2
s e n a O
p u e s t o q u e
E Q ~ c o s a s e n a _ 2 E Q ~
1 1 1 3
c o s a s e n a O
E l v a l o r d e l a f u e r z a ( r e a c c i o n ) Q s e o b t i e n e p o r c o n s i d e r a c i 6 n d e l
e q u i l i b r i o s e g ú n e l g d l l .
Q
e s d e c i r








r e s u l t a n d o :
E Q .
L o s e s f u e r z o s e n l a s b a r r a s s o n i n m e d i a t o s a p a r t i r d e N . = - - = : : . ! : J .
1 1 . 1
1
2
4 c o s a
3




' : l .
3 + 8 c o s - ' a
Q
2 2 0 .
6 : . 5 . - E s t a b i l i d a d d e l e q u i l i b r i o . E n e r g í a p o t e n c i a l t o t a l m í n i m a
S e a u n a e s t r u c t u r a s o m e t i d a a l a s f u e r z a s Q . q u e p r o d u c e n l o s m o -
l
v i m i e n t o s q . , e n l a c o n f i g u r a c i ó n d e e q u i l i b r i o y c o m p a t i b l e . E s a v e -
l
c e s i n t e r e s a n t e c o n o c e r , l a c l a s e d e e s t a b i l i d a d e x i s t e n t e e n e s a p o s i
c i ó n d e e q u i l i b r i o . C o n e s t e o b j e t o , s e c o n s i d e r a n d o s e s t a d o s d e m O V l
m i e n t o s c o m p a t i b l e s :
a )
E s t a d o 1 c o n l o s m o v i m i e n t o s q . y c o n l a c o r r e s p o n d i e n t e e n e r g í a
l
p o t e n c i a l t o t a l V ( q . ) .
l
b ) E s t a d o 2 o p e r t u r b a d o d e l a n t e r i o r , e s d e c i r , c o n l o s m o v i m i e n t o s
q . + o q . , q u e m o d i f i c a n l a e n e r g í a p o t e n c i a l t o t a l a l v a l o r V ( q . +
l l l
o q . ) . S e s u p o n e n q u e o q . c o r r e s p o n d e n a m o v i m i e n t o s c o m p a t i b l e s .
l l
E l i n c r e m e n t o d e l a e n e r g í a p o t e n c i a l t o t a l 2 1 p a s a r l a e s t r u c t u -






J : ' ) V ( J ' = I V + 1 . J : ' 2
V
+ O ( J : ' 3
V
)
q . u q . - q . o 2 u u
l l l
1 M M
+ - 2 ' = 1 ' = 1
l = l =
( 6 . 3 5 )
C o m o e n e l e s t a d o 1 , l a e s t r u c t u r a e s t a e n e q u i l i b r i o s e c u m p l e
o l v = O , p o r l o q u e e l s i g n o d e l i n c r e m e n t o d e l a e n e r g í a p o t e n c i a l t o
t a l v i e n e d a d o p o r e l s i g n o d e 0 2
V
, e s d e c i r :
. 2
s u p u e s t o q u e o V ~ O .
T
oq . oq . = 0 . . 9 . . • H 0 . 9 -
l J
( 6 . 3 6 )
L a m a t r i z H
2 2 1 .
2
( a v ) s e d e n o m i n a h e s s i a n a .
a q . a q .
l J
E v i d e n t e m e n t e s i 0 2
V
e s s i e m p r e p o s i t i v o p a r a c u a l q u i e r p e r t u r b a -
c i ó n o q . , e l e q u i l i b r i o e s e s t a b l e y s i e s s i e m p r e n e g a t i v o i n e s t a b l e .
l 2
E n l o s c a s o s , e n l o s q u e e x i s t e n v e c t o r e s 0 . 9 . . p a r a l o s q u e o V > O y o t r a s
0 . 9 . . q u e c o n d i c i ó n a 0 2
V
< O e x i s t e u n a s i t u a c i ó n d u d o s a ( i n e s t a b i l i d a d i E .
c i p i e n t e ) q u e d e b e d e r e s o l v e r s e r e c u r r i e n d o a 0 3
V
. A s i p u e s , e n v i r t u d
d e l a e c u a c i ó n ( 6 . 3 6 ) s e p u e d e e s t a b l e c e r :
a ) S i ~ e s u n a m a t r i z p o s i t i v a d e f i n i d a , e l e q u i l i b r i o e s e s t a b l e .
b ) S i H e s u n a m a t r i z n e g a t í v a d e f i n i d a , e l e q u i l i b r i o e s i n e s t a b l e .
c ) S i ~ e s p o s i t i v a s e m i d i f e n i d a e x i s t e u n a i n e s t a b i l i d a d i n c i p i e n t e .
C o m o s e c o m p r u e b a e n e l e s t u d i o d e l a e s t a b i l i d a d d e e s t r u c t u r a l a
2 /
m a t r i z H = ( a a a
V
) r e p r e s e n t a u n a m a t r i z d e r i g i d e z t o t a l q u e i n c l u y e
- q . q . 2
l a m a t r i z e l á s h d a u / a q . d q . y l a m a t r i z d e e s t a b i l i d a d a
2
W a q . a q . f u n -
l J l J
c i ó n d e l a s f u e r z a s i n i c i a l e s y d e l a g e o m e t r í a d e l a e s t r u c t u r a d e f o r -
m a d a . E n e l c a s o d e c á l c u l o l i n e a l , s e c o m p r u e b a q u e :
a q . a q .
l J
a q . a q .
l . J
d (~)








c o n k . . m a t r i z d e r i g i d e z l o c a l e n e l e s t a d o 1 d e e q u i l i b r i o ( s e s u p o n e n
l J
l o s g d l i n d e p e n d i e n t e s ) .
6 . 6 . - E x p r e s i ó n d e l a s v a r i a c i o n e s d e l t r a b a j o y d e l a e n e r g í a d e d e f o r -
m a c i ó n c o m p l e m e n t a r i o s
E n l o q u e s i g u e , s e p r o c e d e r á a n á l o g a m e n t e a l o s a p a r t a d o s a n t e r i o -
r e s , p e r o r e f i r i e n d o s e a l o s v a l o r e s c o m p l e m e n t a r i o s d e l t r a b a j o y d e l a
e n e r g í a d e d e f o r m a c i 6 n . S e d e d u c e a s í u n c o n j u n t o d e t e o r e m a s d u a l e s a
l o s e s t a b l e c i d o s , e s d e c i r , q u e p u e d e n s e r e n u n c i a d o s s i m p l e m e n t e m e d i a n
t e l a s u s t i t u c i o n d e l o s t e r m i n a s f u e r z a s p o r m o v i m i e n t o y e s f u e r z o ( t e n
s i o n ) p o r d e f o r m a c i ó n y v i c e v e r s a , a s í c o m o p e r m u t a c i o n d e l a s e c u a c i o -
n e s d e e q u i l i b r i o p o r c o m p a t i b i l i d a d .
S e d e d u c e p o r l o t a n t o p a r a l a v a r i a c i o n d e l t r a b a j o c o m p l e m e n t a -
r i o e x t e r i o r , 6 W * e n t r e d o s e s t a d o s d e f i n i d o s p o r l a s f u e r z a s Q . y Q . +
1 1
¿ ; Q . :
1
6 W *
¿ ; q w " <
+ l ¿ ; 2
W
*



















¿ ; Q T ¿ ;
. L
l
¿ ; q · 6 Q .
1 = 1 1
- ~
( 6 . 3 7 )
( 6 . 3 8 )
y l a s a n á l o g a s c o r r e s p o n d i e n t e s a l a v a r i a c i ó n 6 U * d e l a e n e r g í a d e d e -





+ l . ¿ ; 2
U
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+ Ü ( Ü
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M . 8 N . = M
J = J J
6 . 7 . - P r i n c i p i o d e l o s t r a b a j o s v i r t u a l e s c o m p l e m e n t a r i o s
6 . 7 . 1 . - E n u n c i a d o
C o m o e n e l a p a r t a d o 6 . 4 , s e i n t r o d u c e e l c o n c e p t o d e f u e r z a s v i r -
t u a l e s c o m o u n c o n j u n t o d e e s f u e r z o s q u e e s t a n e n a u t o e q u i l i b r i o ( n o
2 2 3 .
m o d i f í c a n e l e q u i l i b r i o d e l a s f u e r z a s e x t e r i o r e s ) y p a r a l o s c u a l e s n o
s e p r o d u c e n v a r i a c i o n e s d e l o s m o v i m i e n t o s e n l a e s t r u c t u r a ( o q : : : O ) .
C o n s t i t u y e n f u e r z a s i d e a l e s y a q u e n o s o n f í s i c a m e n t e p o s i b l e s ( * ) d~
d o e l c a r i c t e r m o n o t 6 n i c o d e l a s c u r v a s q - Q . A s í p u e s , s i s e c o n s i d e -
r a n f u e r z a s v i r t u a l e s , l a v a r i a c i o n d e l t r a b a j o i m p l e m e n t a r i o ~W* s e
r e d u c e a s u p r i m e r a v a r i a c i o n , e s d e c i r :
y s e d e n o m i n a t r a b a j o v i r t u a l c o m p l e m e n t a r i o .
L o s e s f u e r z o s o N q u e s e p r o d u c e n e n l a e s t r u c t u r a e n e q u i l i b r i o c o n
l a s f u e r z a s virtua~es 0 0 s e d e n o m i n a n e s f u e r z o s
~
v i r t u a l e s y p o r d e f i
n i c i o n n o m o d i f i c a n l a s d e f o r m a c i o n e s e x i s t e n t e s e n l a s b a r r a s , o s e a
o ! l : : : O . P o r l o t a n t o , l a e n e r g í a d e d e f o r m a c i o n c o m p l e m e n t a r i a v i r t u a l
q u e g e n e r a n , e s s i m p l e m e n t e :
E l p r í n c i p i o d e l o s t r a b a j o s c o m p l e m e n t a r i o s v i r t u a l e s s e e s t a b l e c e
m e d i a n t e l a i g u a l d a d :
o a l t e r n a t i v a m e n t e s e p u e d e e n u n c i a r :
L a c o n d i c i o n n e c e s a r i a y s u f i c i e n t e p a r a q u e u n a e s t r u c t u r a c o n
u n o s m o v i m i e n t o s q y u n a s d e f o r m a c i o n e s ~ s e a c o m p a t i b l e , e s q u e p a r a
u n c o n j u n t o a r b i t r a r i o d e f u e r z a s v i r t u a l e s o~con)sus c o r r e s p o n d i e n -
t e s e s f u e r z o s e n e q u i l i b r i o o~ e l t r a b a j o c o m p l e m e n t a r i o v i r t u a l y l a
e n e r g í a d e d e f o r m a c i o n c o m p l e m e n t a r i a s s e a n i g u a l e s . P o r l o t a n t o , s e
c u m p l e :
( * ) D e n t r o d e u n a p r i m e r a a p r o x i m a c i o n s e p u e d e n c o n s i d e L a r l a s f u e r z a s
y e s f u e r z o s v i r t u a l e s s u f i c i e n t e m e n t e p e q u e ñ o s p o r l o q u e e s razon~
b l e d e s p r e c i a r c o n t r i b u c i o n e s d e o r d e n s u p e r i o r e n l a s v a r i a c i o n e s
d e l t r a b a j o y e n e r g í a c o m p l e m e n t a r i a s , e s d e c i r , e n ~W* y ~U*.
r c o m p a t í b l e
o n
T




¡ , . t
I 0 l " b .
e n e q u l l r 1 . O
a r b i t r a r i o
6 . 7 . 2 . - T e o r e m a d e l a f u e r z a u n i d a d
S e a d o p t a c o m o f u e r z a s v i r t u a l e s , l o s s i g u i e n t e s :
2 2 4 .
( 6 . 4 1 )
o Q . = o Q
e n
e l
g d l p a r t i c u l a r
i
l
( 6 . 4 2 )




q u e p r o d u c e n u n a s r e a c c i o n e s q u e l a s e q u i l i b r a n y u n o s e s f u e r z o s e N .
S i l a e s t r u c t u r a e s e s t a t i c a m e n t e l i n e a l , l o s e s f u e r z o s s o n p r o -
p o r c i o n a l e s a l a s f u e r z a s , c o n l o q u e r e s u l t a :
s i e n d o N I e l c o n j u n t o d e e s f u e r z o s q u e e q u i l i b r a n u n a f u e r z a u n i d a d e n
e l g d l i Y e n l o s r e s t a n t e s g d l n o e x i s t e r f u e r z a s .
L a e c u a c i ó n ( 6 . 4 1 ) c o n d u c e a l a s i g u i e n t e :
o b i e n p o r l i n e a l i d a d
f






. q . 0 = ' ¿ 1
t l 1 - l =
e q u i l í b r i o
N~ 6 .
l l
( 6 . 4 3 )
E s t a f o r m u l a h a s i d o a p l i c a d a e n e l c a p í t u l o a n t e r i o r e n l a d e t e r m i
n a c i a n ¿ e i l l o v i m i e n t o s y s e o b t u v o e n t o n c e s c o m o c o n s e c u e n c i a d e l t e o r e
m a ( s e g u n d o ) d e C a s t i g l i a n o .
2 2 5 .
- - - - - E j e m p l o 6 . . 5 .
P l a n t e a r e l t e o r e m a d e l a f u e r z a u n i d a d e n e l g d l ( m o v i m i e n t o v e r -
t i c a l ) d e l n u d o 6 d e l a f i g u r a 6 . 9 .
)
; l / /
/ -
F I G U R A 6 . 9 . - E j e m p l o 6 . 5 .
S e i n t r o d u c e u n a f u e r z a u n i d a d Q = 1 Y u n o s e s f u e r z o s e n e q u i l i b r i o
s o n :
y e n l a s r e s t a n t e s b a r r a s e s f u e r z o s n u l o s .
L e e c u a c i ó n d e c o m p a t i b i l i d a d ( m o v i m i e n t o v e r t i c a l d e l n u d o 6 ) e s
s e g ú n l a e x p r e s i ó n 6 . 4 3 :
2 2 6 .
6 . 7 . 3 . - T e o r e m a d e l a e n e r g í a p o t e n c i a l t o t a l c o m p l e m e n t a r i a e s t a c i o n a r i a
S i s e s u p o n e n q u e l o s m o v i m i e n t o s S p r o d u c e n u n t r a b a j o c o m p l e m e n t a -
r i o p r o c e d e n t e d e u n c a m p o p o t e n c i a l U~, p u e s t o q u e l a e s t r u c t u r a e s c o n
s e r v a t i v a , s e p u e d e e s c r i b i r p a r a l a v a r i a c i ó n d e e s t e t r a b a j o :
T
. 9 . . e S Q
H
= . Z 1 q . 6 Q . =
l = l l
- o U *
e
( 6 . 4 4 )
E l p r i n c i p i o d e l o s t r a b a j o s c o m p l e m e n t a r i o s v i r t u a l e s s e r e d u c e a
l a s i g u i e n t e e x p r e s i ó n :
- e S U *
e
o b i e n :
o lV~' O
Q t ' : =
( 6 . 4 5 )
c o n V * U * + U * l a e n e r g í a p o t e n c i a l t o t a l c o m p l e m e n t a r i a .
e
L a e x p r e s i ó n ( 6 . 4 5 ) e s e q u i v a l e n t e a l a s i g u i e n t e :











2 2 7 .
e c u a c i o n e s q u e r e p r e s e n t a n l a s c o n d i c i o n e s d e c o m p a t i b i l i d a d e n c a d a
g d l i .
6 . 7 . 4 . - S e g u n d o t e o r e m a d e C a s t i g l i a n o
E l p r i n c i p i o d e l o s t r a b a j o s c o m p l e m e n t a r i o s v i r t u a l e s e s t a b l e c e :
M T
' C e S Q e S Q o S .
· L .
1
q . . =
1 . = 1 . 1 .
( 6 . 4 6 )
L a e n e r g í a c o m p l e m e n t a r i a d e d e f o r m a c i 6 n e s f u n c i 6 n d e l a s f u e r z a s
Q . y a q u e l o s m o v i m i e n t o s q . s e s u p o n e n p e r m a n e c e n c o n s t a n t e s y c o m p a -
1 . 1 .
t í b l e s c o n l a s d e f o r m a c i o n e s ~ . . E n t o n c e s , s e p u e d e e s c r i b i r :
1 .
L ' l U *
o b i e n e n f o r m a m a t r i c i a l :
L ' l U *
( 6 . 4 7 )
D e l a c o m p a r a c i 6 n d e la~ e x p r e s i 6 n e s ( 6 . 4 7 ) y ( 6 . 3 9 ) s e d e d u c e :
e S Q T 2
U
*
( 6 . 4 8 )
( * ) L a s e g u n d a i g u a l d a d d e ( 6 . 4 8 ) r e v e l a e l c a r a c t e r d e m a t r i z d e f l e x i
b i l i d a d t a n g e n t e o i n c r e m e n t a l d e l h e s ' s i a n o 1 ? . , k , y a q u e e S . s . H * e S Q .
2 2 8 .
L a p r i m e r a i g u a l d a d v e c t o r i a l , s e s a t i s f a c e p a r a c u a l q u i e r c o n j u n t o
a r b i t r a r i o d e f u e r z a s v i r t u a l e s o Q , l u e g o :
. ! l V U *






( 6 . 4 9 )
q u e r e p r e s e n t a e l s e g u n d o t e o r e m a d e C a s t i g l i a n o , e s d e c i r , l a e x p r e s i 6 n
d E ' : u n m o v i m i e n t o c o m o l a d e r i v a d a e J e l a e n e r g í a d e d e f o r m a c i 6 n c o m p l e m e ! ! ,
t a r i a c c n r e l a c i o n a u n a f u e r z a e f i c a z c o n d i c h o m o v i n l i e n t o .
6 . 7 . 5 . T e o r e m a d e l a e n e r g í a d e d e f o r m a c i ó n c o m p l e m e n t a r i a m í n i m a
S e c o n s i d e r a u n a e s t r u c t u r a c o n u n a s d e f o r m a c i o n e s 6 . c o m p a . t i b l e s c o n
l
m o v i m i e n t o s q u e c c a s i o n a q . . S e m o s t r a r a a c o n t i n u a c i ó n q u e e n t r e t o -
l
l a s c o n f i g u r a c i o n e s p o s i b l e s
d a s
l o s
d e f u e r z a s Q . e n e q u i l i b r i o c o n l o s e s -
l
f u e r z o s N . , l a q u e h a c e m í n i m a l a e n e r g í a d e d e f o r m a c i ó n c o m p l e m e n t a r i a
l
c o r r e s p o n d e a l a E i t u a c i ó n c o m p a t i b l e c c n l a a n t e r i o r .
S e c : o n : : i d e r a , p a r a e l l o , u n n í Í m e r o M I a r b i t r a r i o s d e g d l a d i c i o n a l e s
e i n d e p e n d i e n t e s d e l o s M d e l a e s t r u c t u r a y p a r a l o s c u a l e s l o s m o v i -
m i e n t o s c o r r e : : p o n d i e n t e s s o n q ! = O Y l a s f u e r z a s a c t u a n t e s e ! s o n l a s
l . " l
r e a c c i o n e s e n l a e s t r u c t u r a b a j o l o s m o v i m i e n t o s q i c o m p a t i b l e s c o n l a s
d e f o r m a c i o n e s 6 . , q u e p r o d u c e l o s e s f u e r z o s N . y e x i g e n l a e x i s t e n c i a
l " l
d e u n a s f u e r z a s eq~ivalente:: Q . . S e a d o p t a n l a s s i g u i e n t e s f u e r z a s v i r t u a
l
l e s :
o Q .
l
O p a r a i 1 , 2 , . . . , M g d l
d e l a e s t r u c t u r a , e n l a s q u e e x i s t e r : 1 0 : 0 m o v i m i e n t o s q i ' e n g e n e r a l
q . : f o .
1
6 Q ! " O
1 -
p a r a J . 1 , 2 , . . . . , M ' g d l
2 2 9 .
a d i c i o n a l e s e n l o s q u e l o s m o v i m i e n t o s s o n n u l o s q ! = O
1 -
E l t r a b a j o v i r t u a l c o m p l e m e n t a r i o e s n u l o , y a q u e s e c u m p l e :
M M '
~ o Q + ~ q ' . o Q ' .
i~l q i i i~l 1 - 1 -
y p o r c o n s i g u i e n t e :
O ( 6 . 5 0 )
5
1 . . . .
. u "
O ( 6 . 5 1 )
o b i e n , s e g ú n e l s e g u n d o t e o r e m a d~ C a s t i g l i a n o :
q !
1 -
C l U *
C l Q .
1 -
= O
( 6 . 5 2 )
C a d a U L a d e l a s d o s e c u a c i o n e s a n t e r i o r e s ( 6 . 5 1 ) y ( 6 . 5 2 ) e x p r e s a n
e l c a r á c t e r e s t a c i o r . a r i o d e l a e n e r g í a d e d e f o r m a c i é Í n c o m p l e m e n t a r i a
c o n r e l a c i ó n a f u e r z a s v i r t U é . l e s ( y e s f u e r z o s c O I D " t , a t i b l e s ) .
P o r o t r a p~rte, s i s e o b s e r v a e l s i g n o d e 0 2
W
* , s e d~duce q u e e n l a s
e s t r u c t u r a s e s t a b l e s . e s p o s j t i v o , y a q u e p a r a l o s i n c r e m e n t o s d e f u e r z a s
o Q . y o Q ! e s :
1 - 1 -
! ' , w *
y p o r o t r a p a r t e :
o Q ' T . 0 . 9 . '
2 3 0 .
y c o m o l a r e l a c i ó n o Q i y o q i e s m o n o t ó n i c a c r e c i e n t e / e l p r o d u c t o
o Q : . o q : e s s i e m p r e p o s i t i v o .
l l
2
E s t e t r a b a j o 6 . W * e s i g u é . l a L ' l U * y p o r l o t a n t o , s e d e c . u c e q u e o U * > O ,
l o q u e i m p l i c a q u e U~ e s u n m í n i m o . E n e f e c t o , c u a l q u i e r v a r i a c i ó n d e
l a s f u e r z a s o Q i r e s p e c t o a l o s e x i s t e n t e s Q i ( q i n o v a r i a n ) s u p o n e n u n
c a m b i o d e e n e r g í a s d e d e f o r m é . c i ó n c o m p l e m e n t a r i a a u n v a l o r m a y o r
U * + 1 / 2 • O U * .
E l t e o r e m a s e e n u n c i a c o m o s i g u e :
D i s t r i b u c i o n e s d e e s f u e r z o s ~ e n e q u i l i b r i o c o n l a s f u e r z a s Q p a r a
l a s c u a l e s l a s c o r r e s p o n d i e n t e s d e f o r m a c i o n e s L ' l s o n c a m p a . t i b l e s c o n l o s
m o v i m i e n t o s S r e p r e s e r . t a r r d i s t r i b u c i o n e s d e e n e r g í a c o m p l e m e r . t a r i a d e
d e f o r m a c i ó n m í n i m a U * .
L a s s i g u i e n t e s c o n s e c u e n c i a s d e e s t e t e o r e m a p u e d e n d e d u c i r s e :
E n p r i m e r l u g a r l a s f u e r z a s o Q : e n a . u t o e q u i l i b r i o i n t r o d u c i d o s e n l a
l
e s t r u c t u r a e n g d l p a r a l a s q u e q : = O , c o n s i d e r a d a s e n l a d e m o s t r a c i ó n
l
d e l t e o r e m a d e l m í n i m o d e U * , e r a n t a l e s q u e n o m o d i f i c a b a n l o s v a l o r e s
d e l a s f u e r z a s Q . .
l
S e a l a e s t r u c t u r a e n l a c o n f i g u r a c i ó n c o m p a t i b l e d e l o s m o v i m i e n t o s
r i n g u n a r e s t r i c c i ó n a s u v a r i a c i ó n ( s o n
q . p r o d u c i d o s p o r u n c o n j u n t o d E f u e r z a s Q . e n e q u i l i b r i o y p a r a l o s q u e
l l ·
e n o t r o s g d l s i n m o v i m i e n t o q : = O e x i s t e n g r u p o s d e f u e r z a s t a l e s q u e
l
e s d e c i r , n o s e i n t r o d u c e
o Q : . ; O ,
l
l i n e a l m e n t e i n d e p e n d i e n t e s ) . E s t e e s t a d o d e l a e s t r u c t u r a s e d e n o m i n a L
E l e s t a d o 2 , e s t a l , q u e l a s f u e r z a s a c t u E n t e s s o n l o s Q . y l a s r e s -
. . l
. • . s Q ' O ( * ) . . , . .
t a n t e s v a r l a n d e m o d o ~ue u . = , e s d e c l r , e X l s t e n r e s t r l c c l o n e s a
l
l a s v a r i a c i o n e s d e l a s f u e r z a s O : .
' l
( * ) E n r e a l i d a d , c o n s t i t u y e n f U E r z a s g e n e r a l i z a d a s ( c o n j u n t o s d e f u e r z a s )
y 6 Q ! = 0 r e p r e s e n t a q u e l a s v a r i a c i o n e s p r o d u c i d a s e n l a s f u e r z a s c o n s
t i t u f i v a s d e Q : s o n t a l e s q u e s u r e s u l t a n t e e s n u l a ( a u t o e q u i l i b r i o ) . -
l
2 3 1 .
D e l a c o m p a r a c i o n d e l o s e s t a d o s 1 y 2 s e o b t i e n e a l c o n s i d e r a r
l a e n e r g í a d e d e f o r m a c i o n m í n i m a :
e s d e c i r , r e c o r d a n d o l a e x p r e s i o n d e l a U * i :
¡~ f j T • o N
O
= ¡ Q q T
c Q




¡ . 9 . ( q + o q ) T
o Q
O
L a v a r i a c i o n p r i m e r a d e U * 2 s e o b t i e n e a l i n t r o d u c i r u n c o n j u n t o d e
f u e r z a s v i r t u a l e s o Q ( p e r o a h o r a c o n l a r e s t r i c c i o n o Q ' = 0 ) e n e q u i l i b r i o
c o n l o s e s f u e r z o s o N . L o s m o v i m i e n t o s o q s e p r o d u c e n e n l o s g d l y s o n c o m
p a t i b l e s c o n l a s c o a c c i o n e s e n o q ' = O . P o r l o t a n t o , s e d e d u c e :
q u e i m p l i c a :
o q . > O
l
p a r a
t o d o i
[ f / c 1 "
,----~
t J l ? t l
------_.~-------"'>
/
e ; : -
1 ( . . . l { - { (
F I G U R A 6 . 1 0 . - R d a u ó n t í u e . ! L z a - m o v . - c : m ¿ e . Y L t o e . n d c - c u o d e . g c L t c - o n t í u e . J t z c u
Jte...6-tJU.ng~dcu I j l i b J t e . . . 6 .
2 3 2 .
S i s e r e p r e : : : e n t a l a c u r v a r e l a c i o n f u e r z a - m o v i m i e n t o p a r a u n g d l
f i g u r a 6 . 1 0 , s e o b s e r v a q u e p a r a e l e s t a d o 2 l a e s t r u c t u r a e s m a s r í -
g i d a . P o r l o t a n t o , s e d e d u c e e n l a m i s m a l a s s i g u i e n t e s c o n c l u s i o n e s :
( 1 ) P a r a l a s m i s m a s f u e r z a s , l a e n e r g í a d e d e f o r m a c i ó n c o m p l e m e n t a r i a
U * s e i n c r e m e n t a c u a n d o s e i n t r o d u c e n c o n d i c i o n e s a l a s d i s t r i b u -
c i o n e s d e e s f u e r z o s ( o f u e r z a s ) . P o r e l c o n t r a r i o , e s t a d i s m i n u y e
s i s e e l i m i n a n l a s c o n d i c i o n e s .
( 2 ) P a r a m o v i m i e n t o s d a d o s q . , U * d i s m i n u y e c u a n d o s e i n t r o d u c e n c o n d i
1
c i a n e s e n l a d i s t r i b u c i o n d e e s f u e r z o s . I n v e r s a m e n t e U * a u m e n t a
c u a n d o d i c h a s c o n d i c i o n e s d e s a p a r e c e n .
( 3 ) P a r a m o v i m i e n t o s d a d o s q~, U * e s m á x i m a s i n o s e i n t r o d u c e n i n g u n a
- ' -
r e s t r i c c i ó n a l a s d e f o r m a c i o n e s d e e s f u e r z o s o ( r e a c c i o n e s ) .
E j e m p l o 6 . 6 .
R e s o l v e r l a e s t r u c t u r a d e l e j e m p l o 6 . 4 m e d i a n t e l a a p l i c a c i ó n d e l
t e o r e m a d e l a e n e r g í a c o m p l e m e n t a r i a m í n i m a y s u p o n i e n d o q u e a c t ú a u n a
c a r g a Q e n l a d i r e c c i ó n d e l g d l 1 y e s t e p o r c o n s i g u i e n t e n o s e e n c u e n
t r a c o a c c i o n a d o .
E s f u e r z o s e n e q u i l i b r i o c o n Q :
1
N I = - 2 c o s a . x
= Q + x
1
2 c o s a . x
E l v a l o r d e x s e d e d u c e m e d i a n t e l a c o n d i c i o n d e m í n i m o d e l a e n e r -
g í a U * , s i e n d o :
2 1 1 2 1
+ ( Q + x ) 2E~ + ( - - - 2 - x )-4-co-s-a.-E-~
4 c o s a .
2 3 3 .
E s t a c o n d i c i ó n e s :
= O
e s d e c i r :
x = -




3 + 8 c o s o ;
L o s e s f u e r z o s r e s u l t a n t e s s o n :
2
4 c o s o ;
3
3 + 8 c o s o ;
Q
3
- - - - : : - - Q
3 + 8 c o s
3
0 ;
S e c o m p r u e b a q u e s e c u m p l e l a e c u a c i ó n d e c o m p a t i b i l i d a d :




4 c o s o ; Q l
3 E~
3 + 8 c o s o ;
3 Q l
3 E~
3 + 8 c o s o ;
/ : ' 3
2 c o s o ; . i l l : .
3 E~
3 + 8 c o s o ;
L o s m o v i m i e n t o s q l y q 2 s e d e d u c e n d e l a s c o n d i c i o n e s d e c o m p a t i b i -
l i d a d :
/ : ' 1
2 3 4 .
r e s u l t a n d o :
3 Q l
3 + S c o s \ 1 . E r l
c o s a . Q l
' " " S 3 E r l
. . ) . , - c o s a .
C o n v i e n e q u e s e c o m p a r e n y o b s e r v e n l a s a n a l o g í a s e x i s t e n t e s e n t r e
l o s m e t o d o s a p l i c a d o s e n e s t e e j e m p l o y e n e l 6 . 4 .
E j e m p l o 6 . 7 .
1 0 + N
O b t e n e r l o s e s f u e r z o s e n t o d a s l a s b a r r a s d e l a e s t r u c t u r a d e l a
L o s esfue~zos e n l a s b a r r a s q u e e s t a n e n e q u i l i b r i o c o n l a s f u e r z a s
e x t e r i o r e s s o n :
m í n i m o d e l a e n e r g í a c o m p l e m e n t a -
s o n i g u a l e s y t a l e s q u e - l . - = 1 0 -
4
E r l
F I G U R A ( ; . 1 Í . - E j e m p i a 6 . 7 .
6 . P . u t i l i z a n d o e l t e o r e m a d e
d e f o r m a c i ó n . T o d a s l a s b a r r a s
l a t t t ; 'm / t .
r i a d e















L a e n e r g í a c O i n p l e m e n t a r í a d e d e f o r m é c i o n e s :
U
"f~ = 2 l ( , O + N ) 2 - l . - + 4 l N
2
. l . . - + 6 l N
2
1
2 . 1 . 1 E r l 2 E r l 2 1 E r l
2 3 5 .




d e c i r , l o s e s f u e r z o s c o r r e s p o n d i e n t e s p r o d u c e n d e f o r m a c i o n e s c o m p a t i -
b l e s . P o r l o t a n t o :
d U * 1 1 1
d N = O = 2 ( I O + N ) E S ¿ + 4 N E S ¿ + 6 N E S ¿
O
































t o n e l a d a s
}
6 . 8 . - E n e r g í a p o t e n c i a l t o t a l c o m p l e m e n t a r i a m í n i m a
S i g u i e n d o u n p r o c e d i m i e n t o a n á l o g o a l d e s a r r o l l a d o e n e l a p a r t a d o
6 . 5 , s e s u p o n e l a e s t r u c t u r a s o m e t i d a a d o s e s t a d o s 1 y 2 d e f i n i d o s c o
m o s i g u e :
E s t a d o 1 c o n l a s f u e r z a s Q . y e n e r g í a t o t a l c o m p l e m e n t a r i a V * ( Q . ) .
l l
E s t a d o 2 c o n l a s f u e r z a s Q . + 6 Q . y l a c o r r e s p o n d i e n t e e n e r g í a t o t a l
l l
c o m p l e m e n t a r i a V * ( Q . + 6 Q . ) . L a s f u e r z a s v i r t u a l e s s e h a n d e s i g n a d o p o r
l l
6 Q . .
l
E l i n c r e m e n t o d e l a e n e r g í a t o t a l d e d e f o r m a c i ó n e s :
( 6 . 5 3 )
C o m o e n e l e s t a d o 1 l a e s t r u c t u r a e s t a e n e q u i l i b r i o s e c u m p l e :
2 3 6 .




( U + U ) = O Y o 1
U
e s u n a f u n c i ó n
e e
s o n c o n s t a n t e s , a l s e r l a s f u e r z a s p e r t u E
l i n e a l d e o Q . y a q u e l a s q .
l l
b a d o r a s v i r t u a l e s . P o r l o t a n t o , s e d e d u c e :
( 6 . 5 4 )
y d e l a e c u a c i ó n ( 6 . 5 3 ) :
6 V *
1 H M
2 i h j
g
1
o Q . o Q .
l J
' T '
= oQ~ H * 8 Q
o b i e n
1 2
! W * = - o V
2
P o r l o t a n t o , l a f u n c i o n a l V * ( Q . ) s e c o m p o r t a e n e l e s t a d o d e e q u i
l




m í n i m o
y H i <
p o s i t i v a d e f i n i d a .P a r a
o V * > O
e s u n e s





e s u n
m a x i m o
y
H * e s n e g a t i v a d e f i n i d a .






e s t a c i o n a r i o
y
H *
e s p o s i t i v a s e m i d e f i n i d a .
E n t o n c e s s i U * e s e s t a c i o n a r i o p a r a 8 Q . a r b i t r a r i o s y H * e s p o s i t i
l
v a d e f i n i d a , s e ded~ce U * m í n i m o y e l e s t a d o 1 c o r r e s p o n d e a u n a c o n f i -
g u r a c i ó n c o m p a t i b l e . S i H * e E n e g a t i v a d e f i n i d a U * e s m a x i m o . P a r a H *




Y l a e n e r g í a d e d e f o r m a c i ó n c o m p l e m e n t a r i o e s s i m p l e m e n t e e s t a c i o n a r i a .
( i < ) S e c o m p r e n d e q u e H * e s l a m a t r i z h e s s i a n a y r e p r e s e n t a . u n a m a t r i z








8 Q . -
- ,




2 3 7 .
6 . 9 . R e s u m e n
L o s t e o r e m a s a n t e r i o r e s p u e d e n r e s u m i r s e e n e l s i g u i e n t e c u a d r o r e s u m e n c o m -
p a r a t i v o ent~e l a s d o s s i t u a c i o n e s d u a l e s .
T r a b a j o v i r t u a l
- V a r i a c i o n e s
T r a b a j o c o m p l e m e n t a r i o v i r u t a l
- V a r i a c i o n e s
T 1 T 3 1 1 2
6 F = o q Q + - o q o Q + O ( o ) = 0 W + 7 0 W +
- - 2 _ _ 2
+ O ( 0
3
)
6 U = M T
N
+ 1 : .
M
T o N + 0 ( 0
3
) = 0 I
U
+~2U +
- - 2 - - . 2
+ O ( 0
3
)
~ T 1 T 3
o W ' = o Q q + - o Q o q + O ( o )
_ _ 2 _ _
6 U ' ' < = 0 1 \ l T .
6




+ O ( 0 3 )
+ 0 ( 0
3
)
- M o v i m i e n t o s y d e f o r m a c i o n e s v i r -
t u a l e s
- I n v e r s a s y e s f u e r z o s v i r t u a l e s
o q y M t a l e s q u e o Q = O , o~=O
y o N t a l e s q u e
0 < 1
O
- P r i n c i p i o d e l o s m o v i m i e n t o s v i r -
t u a l e s
P r i n c i p i o d e l t r a b a j o v i r t u a l :
- C o n t r a g r a d i e n c i a
- P r i n c i p i o d e l a s f u e r z a s v i r t u a l e s
P r i n c i p i o d e l t r a b a j o v i r t u a l c o m p l e m e n t a r i o :
- C o n t r a g r a d i e n c i a
C o m p a t i b i l i d a d : o~ = E . . 0 3 .
E q u i l i b r i o :
¡ - e q u i l i b r i o
o q T Q = of>T.~ = o q T . b T . N
1'~ - ~-
c o m p a t i b i l i d a d
E q u i l i b r i o :
N
C o m p a t i b i l i d a d :
- T e o r e m a m o v i m i e n t o u n i d a d
{ T e~uilibrio
1 . Q = b . N
r ' - -
t c o m p a t i t i l i d a d
- P r i n c i p i o d e l a e n e r g í a p o t e n c i a l
t o t a l e s t a c i o n a r i a
2 3 8 .
- T e o r e m a d e l a f u e r z a u n i d a d
c o m p a t i b i l i d a d
. . ¡ . . }
1
. . . . ' 1 "
. q = b " . L • 1 : : .
r -
1 eqUili~rio
- P r i n c i p i o d e l a e n e r g í a p o t e n c i a l t o t a l c o m -















- T e o r e m a p r i m e r o d e C a s t i g l i a n o













3 U i <
3 Q .
l






- P r i n c i p i o d e l a e n e r g í a d e d e f o r - I - P r i n c i p i o d e l a e n e r g í a d e d e f o r m a c i ó n c o m -
m a c i ó n e s t a c i o n a r i a I p l e m e n t a r i a e s t a c i o n a r i a
- T e o r e m a d e l a e n e r g í a d e d e f o r m a - T e o r e m a d e l a e n e r g í a d e d e f o r m a c i ó n c o m p l e
c i ó n m í n i m a U . m e n t a r i a m í n i m a U * .
C o n f i g u r a c i o n e s c o m p a t i b l e s d e ~ I D i s t r i b u c i o n e s d e N e n e q u i l i b r i o c o n Q , p~
, I
Y ~ p a r a q u e l a s q u e l o s e s f u e r - r a l a s c u a l e s l a s d e f o r m a c i o n e s c o r r e s p o n -
z o s c o r r e s p o n d i e n t e s e s t a n e n e - d i e n t e s 1 : : . s o n c o m p a t i b l e s c o n q s o n d i s t r i -
q u i l i b r i o e o n l a s f u e r z a s s o n b u c i o n e s d e m í n i m o d e U * .
c o n f i g u r a c i o n e s d e m í n i m o d e U .
- E s t a b i l i d a d d e l e q u i l i b r i o
8
2
V < O i n e s t a b l e
8
2
V O i n e s t a b i l i d a d i n c i p i e n t e
- F u n c i ó n p o t e n c i a l t o t a l c o m p l e m e n t a r i a
r 5 2
V
* : > O











e s t a c i o n a r i o
- I m p l i c a c i o n e s d e l t e o r e m a d e m í n i -
m o d e U
( 1 ) I n t r o d u c c i ó n d e c o a c c i o n e s a
l o s m o v i m i e n t o s ( o d e f o r m a c i o
n e s ) i n c r e m e n t a l a r i g i d e z d e
l a e s t r u c t u r a .
( 2 ) P a r a u n a s f u e r z a s d a d a s Q . , l a
l
e n e r g í a d e d e f o r m a c i ó n e s m a -
x i m a c u a n d o n o s e i n t r o d u c e n
n i n g u n a c o a c c i ó n a l o s m o v i -
m i e n t o s .
( 3 ) P a r a u n o s m o v i m i e n t o s dad~s q i '
U s e i n c r e m e n t a c u a n d o s e i n -
t r o d u c e n c o a c c i o n e s a l o s m o -
v i m i e n t o s .
2 3 9 .
- I m p l i c a c i o n e s d e l t e o r e m a d e m í n i m o d e U *
( 1 ) I n t r o d u c c i ó n d e r e s t r i c c i o n e s a l a s
f u e r z a s ( o e s f u e r z o s ) i n c r e m e n t a l a
f l e x i b i l i d a d d e l a e s t r u c t u r a .
( 2 ) P a r a u n o s m o v i m i e n t o s d a d o s q . l a e n e r
l
g í a d e d e f o r m a c i ó n c o m p l e m e n t a r i a e s
m a x i m a c u a n d o n o e x i s t e n r e s t r i c c i o n e s
e n l a s f u e r z a s .
( 3 ) P a r a u n a s f u e r z a s d a d a s Q . , U s e i n c r e
l -
m e n t a c u a n d o s e i n t r o d u c e r e s t r i c c i ó n
e n l a s f u e r z a s .
2 4 0 .
E J E R C I C I O S . ENUNCIADO~
6 . 1 . R e s o l v e r e l e j e m p l o 6 . 4 m e d i a n t e l a u t i l i z a c i ó n d e l t e o r e m a d e l m í -
n í m o d e l a e n e r g í a d e d e f o r m a c i ó n c o m p l e m e n t a r i a .
6 . 2 . R e s o l v e r e l e j e m p l o 6 . 6 m e d i a n t e l a u t i l i z a c i ó n d e l t e o r e m a d e l m í -
n i m o d e l a e n e r g í a d e d e f o r m a c i ó n .
6 . 3 . P l a n t e a r e l c a l c u l o d e l a e s t r u c t u r a d e l a f i g u r a u t i l i z a n d o : ( a ) e l
t e o r e m a d e l m í n i m o d e U ; ( b ) e l t e o r e m a d e l a e n e r g í a U * .
E l a p o y o 4 s u f r e u n a s i e n t o v e r t i c a l d e v a l o r q .
1
E Q c o n s t a n t e p a r a t o d a s l a s b a r r a s .
( I n t r o d u c i r d e f o r m a c i o n e s y p r e e s f u e r z o s i n i c i a l e s ) .
6 . 4 . D e t e r m i n a r r e a c c i o n e s y e s f u e r z o s e n l a s b a r r a s a p l i c a n d o e l t e o r e -




2 , 1 . 1 0 t m
N o s e c o n s i d e r a l a e l o n g a b i l i d a d d e l a s b a r r a s d e h o r m i g ó n . E l a r e a
d e l a s b a r r a s d e a c e r o s e i n d i c a .
D i s c u t i r l o s v a l o r e s q u e r e s u l t a n e n f u n c i ó n d e l a r i g í d e z a f l e x i ó n
1 d e l a p i e z a d e h o r m i g ó n .
6 . 5 . E n l a e s t r u c t u r a d e l a f i g u r a , s e p i d e :
( 1 ) R e a c c i o n e s y l e y e s d e e s f u e r z o s e n t o d a s l a s b a r r a s .
( 2 ) D e s p l a z a m i e n t o v e r t i c a l d e l n u d o 5 .
6 . 6 . P a r a e l c a l c u l o d e l a e s t r u c t u r a h i p e r e s t a t i c a d e l a f i g u r a s e h a n
s u p u e s t o v a r i o s e s t a d o s d e c a r g a . E l e s t a d o ( O ) c o r r e s p o n d e a l o s
e s f u e r z o s e n u n a e s t r u c t u r a i s o s t a t i c a b a s i c a e n e q u i l i b r i o c o n
j I ~/:
241.
I Ú, 0,,- !
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FIGURA 6. 12.- Eje~cicio 6.3.
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FIGURA 6. 13.- Eje~c~cio 6.4.
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F I G U R A 6 . 1 4 . - E j C h e i e i o 6 . 5 .
' I J , 2 0
. . . , " 2 4 2 .
F I G U R A 6 . 1 5 . - E j C h e i e i o 6 . 6 .
/ J , f I J
( k )
F I G U R A 6 . 1 6 . : : Ej C h e i G l O 6 . 7 .
2 4 3 .
l a s f u e r z a s e x t e r i o r e s q u e a c t u a n ú n i c a m e n t e e n l o s n u d o s a e x c e E
c i ó n d e u n a c a r g a v e r t i c a l c o n c e n t r a d a e n 1 0 t e n l a c l a v e d e l a r -
c o . N o e x i s t e n d e f o r m a c i o n e s i m p u e s t a s e n l a s b a r r a s . E s t e e s t a d o
( O ) s e h a c a l c u l a d o d e s c o m p o n i e n d o l a f u e r z a d e 1 0 t e n d o s v e r t i -
c a l e s d e s t a c t u a n d o e n l o s n u d o s 2 y 5 .
L o s e s t a d o s ( 2 ) y ( 3 ) c o r r e s p o n d e n a s e n d o s c o n j u n t o s d e e s f u e r -
z o s e n a u t o e q u i l i b r i o y l i n e a l m e n t e i n d e p e n d i e n t e s .
E l e s t a d o ( 3 ) s o n l o s e s f u e r z o s e n u n a e s t r u c t u r a i s o s t a t i c a b a s i
c a p r o d u c i d a s p o r l a a c t u a c i ó n d e u n a f u e r z a u n i d a d ( l t ) v e r t i c a l
e n l a c l a v e d e l a r c o 2 - 5 , d e s c o m p o n i e n d o l a ú n i c a m e n t e e n d o s f u e r
z a s v e r t i c a l e s d e O . s t e n c a d a u n o d e l o s n u d o s 2 y 5 .
L o s r e s u l t a d o s d e l o s e s f u e r z o s e n l a s b a r r a s p a r a c a d a u n o d e l o s
e s t a d o s a n t e r i o r e s s e r e s u m e n e n l a t a b l a , e n d o n d e e l a x i l d e
l a b a r r a 2 - 5 , r e p r e s e n t a e n r e a l i d a d l a a c c i ó n , s e g ú n l a d i r e c c i ó n
d e l a c u e r d a 2 - 5 , d e l o s n u d o s s o b r e l a b a r r a ( t r a c c i ó n , p o s i t i v a ,
e s d e c i r , q u e t i e n d e a s e p a r a r e s t o s n u d o s ) .
S e p i d e :
( a ) E x p l i c a r b r e v e m e n t e e l s i g n i f i c a d o d e l o s e s t a d o s ( O ) , ( 1 ) Y
( 2 ) , i n d i c a n d o l o s e n u n e s q u e m a .
( b ) E s f u e r z o s f i n a l e s e n l a e s t r u c t u r a h i p e r e s t a t i c a .
( c ) O b t e n e r , s i e s p o s i b l e l a f l e c h a v e r t i c a l d e l a c l a v e d e l a r c o
2 - 5 d e b i d a a l a s c a r g a s e x t e r i o r e s c i t a d a s . D e d u c i r l a f ó r m u l a
f i n a l u t i l i z a d a e n e l c a l c u l o .
P a r a t o d a s l a s b a r r a s r e c t a s L / E Q = 3 . 1 0 -
3
m l t y l a s e c c i ó n d e l a
b a r r a c u r v a e s t u b u l a r c o n ~ = 6 0 m m y e s p e s o r d e l a p a r e d e = 8
m t





2 4 4 .
B A R R A






N I N I
1 - 2
- 1 0
1 , 0 8
0 , 4 2 0 , 3 0
1 - 3 2 5 2 , 6 0 0 , 9 2 0 , 5 7
2 - 3 1 6 - 1 , 1 2
- 0 , 4 6
I
- 0 . 2 0
2 - 4 - 2 0 0 , 0 0 0 , 4 0 0 , 0 0
3 - 4
- 8
0 , 0 0
0 , 0 0 0 , 0 0
3 - 5
2 0 - 1 , 1 2
- 0 , 4 6 - 0 , 2 6
3 - 6
2 8 2 , 6 0
0 , 9 2 0 , 5 7
4 - 5
I
- 2 8 0 , 0 0
I









1 , 0 0
I
0 , 0 0 0 , 0 0
I
I
6 . 7 . E n e l d i s e ñ o d e u n a p a s a r e l a d e t a b l e r o i n f e r i o r e n c e l o s i a s e d i s
2
p o n e d e u n a s o l u c i ó n m e t á l i c a , c u y a s b a r r a s s o n p e r f i l e s d e 1 0 c m
6 - 2
d e s e c c i 6 n y m ó d u l o d e e l a s t i c i d a d E = 2 . 1 0 k g . c m
S e d e s e a o b t e n e r b a j o l a a c c i ó n d e u n a c a r g a v e r t i c a l c o n c e n t r a d a
d e 1 0 t e n e l n u d o 5 ( f i g u r a a ) :
1 ) L a f l e c h a v e r t i c a l d e l n u d o 5 o b t e n i d a a n a l í t i c a m e n t e .
C o n o b j e t o d e r e d u c i r e l v a l o r d e e s t a f l e c h a s e s u s t i t u y e n l a s b a -
r r a s d e l a c a b e z a s u p e r i o r ( 2 - 4 , 4 - 6 y 6 - 8 ) p o r u n a u n í c a b a r r a d e
2
h o r m i g o n , d e s e c c i o n r e c t a n g u l a r d e 0 , 8 0 . 0 , 3 0 m y m o d u l o d e l e a s -
6 - 2
t i c i d a d 2 1 0 t m , c o m o s e i n d i c a e n l a f i g u r a b .
E n e s t a s i t u a c i o n s e p i d e , b a j o l a m i s m a h i p 6 t e s i s d e c a r g a :
2 ) F l e c h a v e r t i c a l d e l n u d o 5 .
N O T A S
N o s e c o n s i d e r a e l p e s o p r o p i o y e l a c o r t a m i e n t o d e l h o r m i g o n e s








F I G U R A 6 . 7 7 . Ej~~cicio 6 . & .
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2 4 6 .
6 . S . E n l a e s t r u c t u r a a r t i c u l a d a d e l a f i g u r a , d e c u a t r o n i v e l e s s e p i _
d e :
- C a l c u l a r l o s e s f u e r z o s e n l a s b a r r a s .
- G e n e r a l i z a r e l r e s u l t a d o p a r a u n a e s t r u c t u r a d e n n i v e l e s .
- F o r m u l a g e n e r a l s i m p l i f i c a d a p a r a l a o b t e n c i 6 n d e l m o v i m i e n t o h o -
r i z o n t a l d e l v e r t i c e , p a r a u n a e s t r u c t u r a d e n n i v e l e s y a p l i c a c i o n
a l c a s o d e c u a t r o n i v e l e s .
6 . 9 . E n l a e s t r u c t u r a a r t i c u l a d a d e l a f i g u r a , c o n s t i t u i d a p o r b a r r a s m e
t a l i c a s d e m o d u l o d e e l a s t i c i d a d E = 2 , 0 . 1 0
6
k g . c m -
2
y s o m e t i d a a -
l a s f u e r z a s d e 1 0 0 t , e l d e s p l a z a m i e n t o r e l a t i v o e n t r e l o s p u n t o s 3
y 3 ' e s d e 2 c m .
D e t e r m i n a r : 1 ) E l a r e a d e l a s b a r r a s r e c t a s s a b i e n d o q u e s o n t o d a s
i g u a l e s y q u e l a s c u r v a s s o n t u b o s d e s e c c i o n c i r c u l a r d e 0 , 5 0 m .
d e d i a m e t r o i n t e r i o r y e s p e s o r 1 , 0 c m . 2 ) M o v i m i e n t o r e l a t i v o e n -
t r e 3 y 3 ' s i s e i n c r e m e n t a l a l o n g i t u d d e l a b a r r a r e c t a 2 - 3 p o r
t e m p e r a t u r a 5 , 0 c m .
6 . 1 0 . C a l c u l a r m e d i a n t e l a a p l i c a c i ó n d e l t e o r e m a d e l a e n e r g í a p o t e n c i a l
t o t a l m í n i m a , l a e s t r u c t u r a a r t i c u l a d a d e l a f i g u r a . S e s u p o n e L/E~=
2 . 1 0 -
3
m / t . S e c o n s i d e r a r a u n s o l o g r a d o d e l i b e r t a d .
6 . 1 1 . L a e s t r u c t u r a a r t i c u l a d a d e l a f i g u r a s e e n c u e n t r a s o m e t i d a a u n
c o n j u n t o d e s c o n o c i d o d e a c c i o n e s ( f u e r z a s e n t o d o s l o s n u d o s y
e r r o r e s d e m o n t a j e e n l a s b a r r a s d i a g o n a l e s ) . L o s r e s u l t a d o s d e
l o s e s f u e r z o s e n l a s b a r r a s s e i n d i c a n e n l a t a b l a s i g u i e n t e .
I
i
B A R R A
T O N E L A D A S
B A R R A
T O N E L A D A S
B A R R A
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FIGURA 6.20.- Eje~~~o 6.77.
n GURA 6. 27. - Ej ~~~o 6. 72.
247.
2 4 8 .
P o r o t r a p a r t e , s e s a b e q u e l a b a r r a 4 - 6 s e h a c o l o c a d o e n l a e s -
t r u c t u r a 2 c m m a s c o r t a q u e s u l o n g i t u d t e o r i c a y q u e e l m o v i m i e n
t o r e l a t i v o f i n a l d e s e p a r a c i 6 n e n t r e l o s n u d o s 1 y 6 h a s i d o d e
1 c m .
2
T o d a s l a s b a r r a s s o n d e s e c c i 6 n c o n s t a n t e e i g u a l a 2 c m y s u m 6
6 - 2
d u l a d e e l a s t i c i d a d e s d e 2 . 1 0 k g . c m ·
S e p i d e : M o v i m i e n t o v e r t i c a l d e l n u d o 6 .
6 . 1 2 . E n l a e s t r u c t u r a d e l a f i g u r a , s e p i d e :
D e t e r m i n a r l a i n e r c i a d e l a s b a r r a s c u r v a s , p a r a q u e l a s b a r r a s c o m
p u e s t a s d e l c o n t o r n o ( b a r r a c u r v a + b a r r a r e c t a ) t e n g a n i g u a l f l e x i
b i l i d a d q u e l a s b a r r a s r a d i a l e s .
6 . 1 3 . E n l a
e s t r u c t u r a a r t i c u l a d a d e l a f i g u r a t o d a s l a s b a r r a s s o n c i r
c u l a r e s d e d i a m e t r o e x t e r i o r 1 0 c m y e s p e s o r 1 c m . E l r a d i o , m e -
m e d i o d e l a e s t r u c t u r a e s d e 1 . 0 0 m .
S i l a b a r r a 1 - 2 s u f r e u n a c o r t a m i e n t o d e 6 c m d e b i d o a l a temper~
t r u a , h a l l a r
e l m o v i m i e n t o r e l a t i v o e n t r e l o s n u d o s 2 y 4 .
6 . 1 4 . E n l a e s t r u c t u r a d e l a f i g u r a l a s b a r r a s r e c t a s t i e n e n l a s s i g u i e n -
t e s c a r a c t e r í s t i c a s :
L 3 , 0 0 m
6 2
E = 2 . 1 0 K g / c m .
L a s b a r r a s c u r v a s s o n d e h o r m i g ó n c o n u n m 6 d u l o d e e l a s t i c i d a d E =
2 . 1 0 5 K g / c m
2
y s u s e c c i 6 n e s d e 0 , 2 0 . 0 , 3 0 m .
S e p i d e :
a ) A c e r c a m i e n t o r e l a t i v o e n t r e l o s n u d o s 2 y 5 .
b ) E s f u e r z o s e n t o d a s l a s b a r r a s r e c t a s .
c ) L e y d e e s f u e r z o s e n l a s b a r r a s c u r v a s .
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FIGURA 6.22.- Ej~cicio 6.73.
'./




FIGURA 6.24. Ej~cicio 6.75.
2 5 0 .
6 . 1 5 . E n l a e s t r u c t u r a d e l a f i g u r a s e c o n o c e n l o s e s f u e r z o s e n t o d a s l a s
b a r r a s p r o d u c i d a s p o r u n a s f u e r z a s d e s c o n o c i d a s e x t e r i o r e s y u n a v a




e n l a b a r r a 6 - 7 . P o r o t r a p a r t e , e l m o v i -
m i e n t o v e r t i c a l d e l n u d o 1 3 e n e s a s i t u a c i ó n e s d e 2 c m .
S e ~ide: 1 ) ¿ E s p o s i b l e c o m p r o b a r l a c o r r e c c i ó n d e l a t a b l a d e e s -
f u e r z o s d a d a ? R a z ó n e s e l a r e s p u e s t a e n c a s o a f i r m a t i v o y e f e c t u a r
d i c h a c o m p r o b a c i ó n , c o n c l u y e n d o s i e s c o r r e c t a o n o l a t a b l a . 2 ) D~
t e r m i n a r e l v a l o r d e ~6-7 i n d i c a n d o s i e s a l a r g a m i e n t o o a c o r t a m i e n
t o o
L a s c a r a c t e r í s t i c a s d e t o d a s l a s b a r r a s s o n L / E Q = 1 0 -
3
m / t a exce~
c i a n d e l a s b a r r a s 5 - 6 y 6 - 7 p a r a l a s q u e p u e d e s u p o n e r s e q u e L / E Q =
O .
T A B L A D E E S F U E R Z O S
B A R R A




E S F U E R Z O I B A R B . A 1 E S F U E R Z O








E S F U E R Z O I
1 B A R R A
1 0 - 4
l l - s
1 2 - 6
1 3 - 7
1 1 4 - 8
I







2 1 3 - 1 0 I - 1 0
I 4 · - 1 1 I
I 5 - 1 2
1
6 - 1 3 I
7 - 1 4













E S F U E R Z O
1 0 - 1 1
1 1 - 1 2
1 2 - 1 3
1 3 - 1 4
1 4 - 1 5
B A R R A
. . . I . .
B A R R A E S F U E R Z O
4 - 1 - 8
5 - 1 7





T o d o s l o s e s f u e r z o s e n t o n e l a d a s . L o s v a -
l o r e s d e l o s e s f u e r z o s e n l a s b a r r a s h o r i z o n
t a l e s , s u p e r i o r e s e i n f e r i o r e s , s o n d u d o s o s .
2 5 1 .
E J E R C I C I O S . S O L U C I O N E S
6 . 4 . S e c o n s i d e r a l a r e a c c i 6 n h o r i z o n t a l e n e l n u d o B ( x
B
) , c o m o i n c 6 g n i t a
h i p e r e s t a t i c a :
u
1 ¿ : N 2 \ + 1 . L : f M
2
d s






1 . 4 8 4 1 7 x
B
- 5 . 1 . 4 0 ; x = 3 . 4 6 t
B
S i l a r i g i d e z d e l e l e m e n t o d e h o r m i g 6 n e s m u y p e q u e ñ a l a s r e a c c i o n e s
d e b e n s e r l o s m i s m o s d e l a r c o t r i a r t i c u l a d o . ( x
B
= 2 ~= 3 . 4 6 t ) . E~
t e v a l o r d e m u e s t r a q u e l a p i e z a d e h o r m i g ó n e s m u y f l e x i b l e y n o c o -
l a b o r a e n l a r e s i s t e n c i a d e l c o n j u n t o . S i e l h o r m i g 6 n f u e r a d e r i g i -
d e z i n f i n i t a s e o b t e n d r i a :
- 0 , 0 1 0 2 2 + 0 , 0 0 4 1 7 x
B
= O 2 , S O t
6 . 6 . ( a ) E s t a d o s c o n s i d e r a d o s .
. 1
E I . l : t a . d o ( O )
E b t a . d o ( 1 )
E I . l : t a . d o ( 2 )
( b ) E l o n g a b i l i d a d d e l a r c o (l/E~)
e q
- 3
= 1 3 , 5 0 . 1 0 r o / t .
L a d e f o r m a c i 6 n i n i c i a l d e l a r c o d e b i d a a l t r a s l a d o d e l a c a r g a d e
O
1 0 t a l o s e x t r e m o s e s : D = 3 1 , 3 7 c m .
L a s e c u a c i o n e s d e c o m p a t i b i l i d a d s o n :




1 2 l i
B
2 2 l i
' ¿ 1
6 . N .
+ x ,
' = 1
















6 ?c o n




D e l o s
r e s u l t a d o s d e l a
t a b l a s e
d e d u c e :
[
5 2 ' 1 9 J + r l 6 , 8 7
0 , 6 2 2 , 0 2
x = - 2 5 1 9 t
1 '
L o s e s f u e r z o s f i n a l e s s o n :
x = 5 9 8 5 t
2 '
¡ B A R R A ! 1 - 2 ¡ 1 - 3 ; 2 - 3 2 - 4 ' 3 - 4 3 - 5 ; 3 - 6 4 - 5 · 5 - 6 2 - 5
\ N i F t 1 2 , l i 1 4 , 6 1 1 6 , 7 \ 3 , 9 ¡ - 8 , O [ 2 0 , 7 \ 1 7 , 6 j - 4 , 1 \-18'1\-2~4
( e ) L a f l e c h a p r o p i a d e l a r c o d e b i d o a l a a c c i 6 n d e l a f u e r z a d e 1 0 5
y s u s r e a c c i o n e s v e r t i c a l e s d e 5 . 0 0 t e s :
T f
1 2 1 6
( . : : . - s e n e ) R d e + - - = - f
2 E l T f
- 6 "
2 5 2
1 0 s e n e R d e
f 1 1 8 , 7 6 c m .
E l
m o v i m i e n t o
t o t a l d e l a c l a v e e s :

















. : : : . . . : . . . +
f
c l a v e




0 , 1 7 + 0 . 3 1 , 3 7 - 2 5 , 2 . 3 , 1 3 7 + 1 1 8 , 7 6
( d e s c e n d e n t e )
3 9 , 8 8 c m .
6 . 7 . 1 ) v
5
2 . 5 4 c m ( d e s c e n d e n t e )
2 5 3 .
2 ) S e u t i l i z a e l t e o r e m a d e l a e n e r g í a m í n i m a d e d e f o r m a c i ó n compl~
m e n t a r i a , c o n M e l v a l o r d e l m o m e n t o f l e c t o r e n c a d a u n o d e l o s
n u d o s 4 y 6 ( p o s i t i v o c o n t r a c c i o n e s e n l a f i b r a i n f e r i o r d e l a
b a r r a ) :
2 . 8 6 0 7 M - 1 1 , 7 1 6
M 4 , 1 m t .
L a f l e c h a q u e r e s u l t a e s : v
5
= 1 , 6 4 c m .
6 . 8 . S e d e s i g n a p o r N~ i , j = 1 , 2 , . . . , N e s f u e r z o s e n l a b a r r a i n c l i n a d a
l
c o r r e s p o n d i e n t e a l a p a r a l e l a j y s i t u a d a e n e l t r a m o i ( c o m p r e n -
d i d a e n t r e d o s n i v e l e s i - 1 e i ) . L a s i n c ó g n i t a s h i p e r e s t a t i c a s s o n
l o s e s f u e r z o s e n l a s b a r r a s h o r i z o n t a l e s x~ ( b a r r a i d e l n i v e l j ) .
. . 1
D a d a l a a n t i m e t r í a d e l a f i g u r a x i - x I + 1 - i '




























( - - ) H
1
1 6




4 4 3 1 , 1 9
E
2 5 4 .
F l e x i b i l i d a d d e l a b a r r a r e c t a f :
r
f = 8 , 8 6 0 2 / E S ¿
r
L a f l e x i b i l i d a d c o n j u n t a f = 4 4 3 1 . I 9 / E . 1 / 1 + 5 0 0 , 1 2 S ¿
L a c a r g a p u n t u a l e n e l a r c o p r o d u c e a l c o n s i d e r a r s u e q u i v a l e n c i a
a d o s c a r g a s v e r t i c a l e s d e 5 0 t ú n i c a m e n t e :
o
1 ) U n a f l e c h a v
3
0 , 8 9 c m .
2 ) U n a l a r g a m i e n t o ~O = 0 , 6 2 8 / 4 4 3 l , 1 9 S ¿ + 8 , 8 6 0 2 .
L a e s t r u c t u r a e s u n a v e z h i p e r e s t a t i c a .
B A R R A


















1 - 3 f
¡ 3 I 1 1 I
I - - B












































Z { ( N . + x N . ) - El + ~O}N O
l l S ¿ .
l
0 . 5 7 7 6
0
- 5 0 f
x =
f + 7 , 5 . l 0 -
7
/ S ¿
2 5 5 .




1 1 . N .
v
3 3
' ¿ { ( N . + x N . ) _ J . _ + 1 : : . } - 2 . . + v
0









P a r a r t
P a r a r t
2
1 0 c m .
" O 2
. J c m .
2 , 3 8 c m .
2 , 0 8 c m .
o < X < 1
6 . 1 0 . S e t a n t e a n l a s d e f o r m a d a s d e u n a v i g a s i m p l e m e n t e a p o y a d a s o m e t i d a a
u n a c a r g a p u n t u a l e n e l c e n t r o d e l a l u z d e P = 1 0 t y u n m o m e n t o e n
u n a p o y o d e M = 2 4 m t .
v = A{4~;I(312_4x2) + 6~I x ( 1 2 _ x 2 ) }
1
O < X < 2
d V
d X x = O




= d X x = 1 6 O
,
0 , 0 7 0 4 1 .
L o s
m o v i m i e n t o s d e l o s n u d o s s o n :
N U D O
u / A
v / A
B A R R A I
I : : . / A
B A R R A
1 : : . / : \
B A R R A







- 0 , 1 0 2 5
!
1 - 2 O
I





3 - 6 - 0 , 0 6 6 3 3 - 4
O
3
O - 0 , 2 0 2
5 - 7 O
5 - 8
+ 0 , 0 1 4 9 5 - 6 O
I
4 0 . 0 2 3 4
- 0 , 2 0 2 I
7 - 9
O
7 - 1 0
. + 0 , 0 7 8 7
7 - 8 O
!
5 O
- 0 , 3 0 2
2 - 4 - 0 , 0 3 1 3 2 - 3
i
0 , 0 7 7 4




- . . , .
6
- 0 . 0 0 7 9 - 0 , 3 0 2
i
4 - 6 - 0 , 0 3 1 3 4 - 5
I 0 , 0 4 1 3
7
O - 0 , 2 2 5
6 - 8 - 0 , 0 3 1 2 6 - 7
1 -
0
' 0 3 9 9
8 - 0 . 0 3 9 1
- 0 , 2 2 5
8 - 1 0
- 0 , 0 3 1 3 8 - 9





- 9 . 0 7 0 4
O
2 5 6 .
6 . . . ( u . - u . ) c o s a . . + ( v . - v . ) s e n a . .
l J J l - l J J l · l J
c o n
l . . . =
l J
2 2
( x . - x . ) + ( y . - y . )
l J l J
s e n a . .
l J




y . - y .
c o s a . . = . . : . . J - 2 .





4 5 , 2 7 8 6 A
2





4 . J 4 6 4 . 2
4 5 , 2 7 8 6
0 , 1 8 3 2 I I
C o n e s t e r e s u l t a d o s e p u e d e d e t e r m i n a r f l e c h a s e n t o d o s l o s n u d o s y
l o s e s f u e r z o s e n l a s b a r r a s . L a a p r o x i m a c i ó n m e j o r a c o n e l n ú m e r o
d e p a r á m e t r o s . E n e l e j e m p l o , s e h a s u p u e s t o u n a l e y r o c a r a z o n a b l e
d e m o v i m i e n t o s h o r i z o n t a l e s .








+ N L / E [ I






- 0 . 8 9 0 . 8 9 0
2 - 3 - 1 5 - 1 . 5
- 0 . 8 9 1 . 3 3 5
3 - 4 - 1 0 - 1 . 0
- 0 . 8 9 0 . 8 9 0
J . - s
- 4 - 0 . 3 - 0 . 6 7
0 . 2 0 0
4 - 8 - 6 - 0 . 4 5
- 0 . 3 3
0 . 1 4 9
1 - 6
1 8
2 . 2 5
¡
1 . 1 1 1 . 1 1 1
6 - 4 1 0
1 . 2 5
- 0 · - = 1
0 . 9 5 - - 0 . 7 1 3
6 . 1 3 . B a r r a s
r e c t a s f " " L / E [ I
= 1 , 6 8
1 0 -
3
c m / t .
r
B a r r a s c u r v a s
f = L / E [ I
= 4 4 9
1 0 -
3
c m / t .
c
E l m í n i m o d e l a e n e r g í a c o m p l e m e n t a r i a d e d e f o r m a c i ó n c o n d u c e a
x = - 7 , 6 3 t .
S e a c e r c a n l o s n u d o s 2 y 4 v
2 4
3 , 4 3 c m .




3 , 4 2 7
- 4
1 0 m / t .
- 4
1 0 m / t .
2 5 7 .
F l e x i b i l i d a d c o n j u n t a :
- 4
f = f . f I f + f = O , 2 0 1 . 1 0 m i t
















































x - l O
l - S
é l U *
= O ,
c o n d u c e
a N






0 , 3 5 4 m m .
6 . 1 S . L a e s t r u c t u r a e s d o s v e c e s h i p e r e s t a t i c a , y s e c o n o c e n l a s d e f o r m a -




m e d i a n
t e l a a p l i c a c i ó n d e l t e o r e m a d e l a f u e r z a u n i d a d e n e l m e c a n i s m o
2 - 6 - 7 - 1 3 , a l c o n o c e r e l m o v i m i e n t o v i r t u a l d e l n u d o 1 3 ,
A p a r t i r d e u n W i l l i o t o b i e n m e d i a n t e l a a p l i c a c i ó n d e l t e o r e m a d e
l a f u e r z a u n i d a d a d o s c o a c c i o n e s ( i n d e p e n d i e n t e s ) s e p u e d e p l a n t e a r
l a s d o s c o n d i c i o n e s q u e d e b e n d e c u m p l i r l a s d e f o r m a c i o n e s d e t o d a s
l a s b a r r a s .
7 . 1 . D E F I N I e I O N
C A P I T U L O 7 . -
L I N E A S D E I N F L U E N C I A
2 5 8 .
F r e c u e n t e m e n t e e x i s t e n e s t r u c t u r a s q u e s e e n c u e n t r a n s o m e t i d a s a f u e r
z a s m ó v i l e s , e s d e c i r , q u e p u e d e n v a r i a r s u p o s i c i ó n g e o m e t r i c a o s u p u n t o
d e a p l i c a c i ó n . E s e l c a s o d e l a s e s t r u c t u r a s d e p u e n t e s , q u e s o n r e c o r r i -
d a s p o r d i f e r e n t e s v e h í c u l o s . U n p r c b l e m a impor~ante e n e l c a l c u l o d e e s -
t a s e s t r u c t u r a s c o n s i s t e e n c o n o c e r c ó m o v a r í a l a r e s p u e s t a d e l a e s t r u c -
t u r a ( m o v i m i e n t o o e s f u e r z o d e u n a s e c c i ó n d e t e r m i n a d a ) c u a n d o c a m b i a d e
p o s i c i ó n e l c o n j u n t o d e c a r g a s q u e d e f i n e n e l t r e n y , d e e s t a f o r m a d e t e r -
m i n a r l o s v a l o r e s e x t r e m o s - m á x i m o s y m í n i m o s - d e l r e s u l t a d o q u e s e e s t a
i n v e s t i g a n d o . L a s l í n e a s d e i n f l u e n c i a p e r m i t e n r e s o l v e r e s t e p r o b l e m a e n
e l c a s o d e e s t r u c t u r a s q u e s e c o m p o r t a n l i n e a l m e n t e .
S e e n t i e n d e p o r l í n e a d e i n f l u e n c i a d e u n d e t e r m i n a d o r e s u l t a d o o re~
p u e s t a R d e l a e s t r u c t u r a - m o v i m i e n t o , d e f o r m a c i 6 n , e s f u e r z o o r e a c c i o n -
e n u n a s e c c i 6 n o n u d o d e t e r m i n a d o s , a l a c u r v a R = r ( x ) , q u e r e p r e s e n t a l a
v a r i a c i ó n d e l r e s u l t a d o R c u a n d o l a c a r g a u n i t a r i a s e e n c u e n t r a s i t u a d a e n
l a p o s i c i 6 n d e l a e s t r u c t u r a d e f i n i d a p o r x . S e s u p o n e e s t r u c t u r a m o n o d i -
m e n s i o n a l , e s d e c i r , q u e e s s u f i c i e n t e u n p a r a m e t r o ( a r c o o a b s c i s a ) p a r a
d e f i n i r u n a s e c c i o n o E n e l c a s o d e e s t r u c t u r a s b i d i m e n s i o n a l e s - p l a c a s , 1 1




) p a r a d e f i n i r
u n í v o c a m e n t e l a p o s i c i ó n d e l a c a r g a u n i t a r i a m ó v i l y , p o r l o t a n t o , s e d~




) c o m o s u p e r f i c i e d e i n f l u e n c i a . A v e c e s
e l r e c o r r i d o d e v a r i a c i ó n d e l a c a r g a m o v i l s e r e s t r i n g e a u n a p a r t e d e l a
e s t r u c t u r a , d o n d e s e s u p o n e p u e d e a c t u a r d i c h a c a r g a .
P o r c o n s i g u i e n t e , p a r a e s t a b l e c e r u n a l í n e a d e i n f l u e n c i a e s p r e c i s o
d e f i n i r ; ( a ) E l r e s u l t a d o a e s t u d i a r : t i p o ( m o v i m í e n t o , e s f u e r z o , e t c . )
y s i t u a c i 6 n ( s e c c i 6 n , b a r r a , e t c . ) ( b ) L a c a r g a m ó v i l u n i t a r i a ( f u e r z a o
m o m e n t o , c o n s u s e n t i d o , y z o n a d e l a e s t r u c t u r a q u e r e c o r r e ) .
U n a v e z c o n o c i d a l a l í n e a d e i n f l u e n c i a , e s p o s i b l e d e d u c i r l o s r e s u l
t a d o s p e s i m o s d e l a s e c c i 6 n e n e s t u d i o , m e d i a n t e s u p e r p o s i c i o n , q u e e s v a -
l i d a a l s e r l a e s t r u c t u r a d e c o m p o r t a m i e n t o l i n e a l . P o r l o t a n t o , s i e x i s -
2 5 9 .





. í 1 P . y .
l = l l
( 7 . 1 )
s i e n d o y . l a o r d e n a d a e n l a l í n e a d e i n f l u e n c i a c o r r e s p o n d i e n t e a l p u n -
l
t o d e a p l i c a c i ó n d e l a c a r " , a a P . d e f i n i d o p o r l a d i s t a n c i a x . . e s d e c i r
l l '
y . = r ( x . ) .
l l
S i e x i s t e u n a c a r g a r e p a r t i d a d e i n t e n s i d a d p ( x ) y e x t e n d i d a e n e l
t r a m o d e e s t r u c t u r a a < x < b , e l r e s u l t a d o t o t a l e s , e n e s t e c a s o :
R = f b Y P ( x ) d x
a
f b r ( x ) p ( x ) d x
a
( 7 . 2 )
E n e l c a s o d e u n t r e n d e c a r g a s m ó v i l , c o n s i s t e n t e e n u n c o n j u n t o
d e f u e r z a s s e p a r a d a s a d i s t a n c i a s i n v a r i a b l e s e n t r e s í , e l c a l c u l o a n -
t e r i o r s e l l e v a a c a b o p a r a s u c e s i v a s p o s i c i o n e s d e l t r e n ( d e f i n i d a s ,
p o r e j e m p l o , p o r s u d i s t a n c i a x = a a u n a d e l a s f u e r z a s ) , o b t e n i é n d o s e
a s í l a l í n e a d e i n f l u e n c i a d e l t r e n d e f u e r z a s c o m o f u n c i ó n d e l a p o s i : .
c i ó n a , e s d e c i r :
R
R ( a )
( 7 . 3 )
E s t a f u n c i ó n s e a n a l i z a , y , e n p a r t i c u l a r , s e p u e d e n d e t e r m i n a r
l o s v a l o r e s d e a ( a ~ y a ~ ) , p o s i c i o n e s d e l t r e n q u e p r o d u c e n r e -
m a x m l n
s u l t a d o s , ( R ) , m á x i m o y m í n i m o , e n l a s e c c i ó n d e e s t u d i o d e l a e s t r u c
t u r a .
7 . 2 . T E O R E M A D E R E C I P R O C I D A D O D E M A X W E L L
U n a l í n e a d e i n f l u e n c i a R = R ( x ) p u e d e o b t e n e r s e d e u n m o d o i n m e -
d i a t o , c a l c u l a n d o l a e s t r u c t u r a p a r a c a d a u n a d e l a s s u c e s i v a s p o s i -
c i o n e s x d e l a c a r g a m ó v i l u n i t a r i a . E s t e p r o c e d i m i e n t o e s e n g o r r o s o ,
y g e n e r a l m e n t e s e u t i l i z a n o t r o s , b a s a d o s e n l o s t e o r e m a s e n e r g é t i c o s ,
y e n p a r t i c u l a r e n u n a c o n s e c u e n c i a i m p o r t a n t e d e l o s m i s m o s d e n o m i n a
d a t e o r e m a d e M a x w e l l o d e r e c i p r o c i d a d .
2 6 0 .
E s t e t e o r e m a s e e s t a b l e c e p a r a e s t r u c t u r a s c o n s e r v a t i v a s , e s d e c i r ,
q u e e l t r a b a j o t o t a l ( e x t e r i o r e inte~ior) s o l o d e p e n d e d e l o s e s t a d o s
i n i c i a l y f i n a l d e l a e s t r u c t u r a p e r o n o d e l a f o r m a d e t r a n s i c i 6 n d e
u n o a o t r o .
S e a u n a e s t r u c t u r a E s o m e t i d a a u n c o n j u n t o d e a c c i o n e s d e f i n i d o p o r
u n a s f u e r z a s Q~l a p l i c a d a s e n l o s g r a d o s d e l i b e r t a d i l E A l .
A s í m i s m o , s e d e f i n e e n l a m i s m a e s t r u c t u r a , o t r o e s t a d o d e c a r g a s
2
Q i 2 c o r r e s p o n d i e n t e a f u e r z a s a p l i c a d a s e n l o s g r a d o s d e l i b e r t a d i 2 E A
Z
E l e s t a d o r e s u l t a n t e d e l a e s t r u c t u r a s u m a d e l o s d o s e s t a d o s a n t e
r i o r e s s e r a i d e n t i c o , i n d e p e n d i e n t e d e l o r d e n d e a p l i c a c i 6 n d e l a s c a r -
g a s ; e n p a r t i c u l a r , l a e n e r g í a p o t e n 2 i a l d e e s e e s t a d o r e s u l t a n t e s e r a
l a m i s m a s i s e a p l i c a p r i m e r o l a s a c c i o n e s d e l e s t a d o 1 y a c o n t i n u a -
c i 6 n l a s d e l 2 o v i c e v e r s a . A c o n t i n u a c i 6 n s e e v a l u a l a e n e r g í a p o t e n -
c i a l ( o s a l v o e l s i g n o , e l t r a b a j o e f e c t u a d o p o r l a s c a r g a s e x t e r i o r e s )
e n a m b o s c a s o s . P a r a e l l o , e s c o n v e n i e n t e o b t e n e r l o s v a l o r e s d e w i y
W
2
c o r r e s p o n d i e n t e s a l t r a b a j o d e l a s fue~zas e x t e r n a s d e l o s e s t a d o s
2
a i s l a d o s 1 y 2 r e s p e c t i v a m e n t e :
( 7 . 4 )
E l p a s o a l e s t a d o f i n a l r e s u l t a n t e , c o m o a p l i c a c i 6 n d e l a s a c c i o n e s
d e l e s t a d o 1 y a c o n t i n u a c i 6 n l a s d e l e s t a d o 2 c o n d u c e a l s i g u i e n t e r e -
s u l t a d o d e l t r a b a j o d e l a s f u e y z a s e x t e r n a s d e l a e s t r u c t u r a :
w
( 7 . 5 )
2
e n d o n d e W
l
r e p r e s e n t a e l i n c r e m e n t o d e l t r a b a j o e x t e r i o r o r i g i n a d o p o r




l a a p l i c a c i 6 n d e l a s c a r g a s d e l e s t a d o 2 , Q i 2 . S u e x p r e s i 6 n e s :
2 6 1 .
o . 6 )
D e u n m o d o s e m e j a n t e , e l t r a b a j o e x t e r n o d e l a e s t r u c t u r a f i n a l , s~
m a d e t o d a s l a s cargas~ p u e d e o b t e n e r s e c o m o s u p e r p o s i c i o n s u c e s i v a d e
l o s e s t a d o s 2 y 1 , e s d e c i r :
w
0 . 7 )
c o n w~ e l t r a b a j o d e b i d o a l a s
1
q i 2 c a u s a d o s p o r l a a p l i c a c i o n
2
f u e r z a s Q i 2 a l p r o d u c i r s e l o s m o v i m i e n t o s
1
d e l a s c a r g a s Q i 1 ' e s d e c i r :
o . 8 )
L a c o m p a r a c i o n d e l a s e x p r e s i o n e s ( 7 . 5 ) y ( 7 . 7 ) c o n d u c e a l t e o r e m a
d e M a x w e l l :
o . 9 )
q u e d e s a r r o l l a n d o , t e n . i e n d o e n c u e n t a l a s i g u a l d a d e s O . 6 ) y ( 7 . 8 ) c o n - -
d u c e a l a e x p r e s i ó n e q u i v a l e n t e s i g u i e n t e :
' " Q 2 . 1
L , 2 q ; 2
· 2 A 1 - . L -
1 - E 2
0 . 1 0 )
E s t e t e o r e m a p u e d e e n u n c i a r s e c o m o s i g u e : E l t~abajo p r o d u c i d o p o r
1
u n g r u p o d e f u e r z a s Q i 1 a c t u a n d o s o b r e u n a e s t r u c t u r a a l m o v e r s e s u s
p u n t o s d e a p l i c a c i o n c o m o c o n s e c u e n c i a d e l a i n t r o d u c c i o n d e o t r o g r u p o
d e f u e r z a s Q~2 e s i g u a l a l t r a b a j o p r o d u c i d o p o r e s t a s ú l t i m a s f u e r z a s
c o m o c o n s e c u e n c i a d e l o s ~ovi~ientos o r i g i n a d o s p o r l a s p r i m e r a s .
E j e m p l o 7 . 1 .
F ' ¿ g w w 7 . 7 . - E j e m p l o 7 . 7 .
. .
2 6 2 .
E l g i r o ( 8
B C
) d e l a b a r r a B C d e l a f i g u r a 7 . 1 , p r o d u c i d o p o r u n a
f u e r z a u n i d a d v e r t i c a l ( P
A
) e n e l n u d o A , e s i g u a l a l d e s p l a z a m i e n t o
v e r t i c a l ( V A ) ' e f i c a z c o n l a f u e r z a ( P
A
) , q u e s e p r o d u c e e n e l n u d o A
c u a n d o a c t ú a e n l a e s t r u c t u r a u n m o m e n t o u n i d a d M
B C
' e f i c a z c o n e l g i
r o 8
B C
' e n l a b a r r a B C .
E s t e e j e m p l o e s u n a c o n s e c u e n c i a i n m e d i a t a d e l t e o r e m a d e recipr~
c i d a d a p l i c a d o a l o s e s t a d o s 1 y 2 d e l a f i g u r a 7 . 1 . E n e f e c t o , s e o b -
t i e n e :




= 1 ) . 8 B e
o b i e n c o n l a n o t a c i ó n d e l p r o b l e m a : V A 8
B C
'
E l t e o r e m a d e M a x w e l l p u e d e g e n e r a l i z a r s e , c o n s i d e r a n d o q u e l a s a c
c i o n e s s o b r e l a e s t r u c t u r a n o s e r e s t r i n g e n e n c a d a e s t a d o a u n a s f u e r -
z a s ú n i c a m e n t e . E s p o s i b l e c o n s i d e r a r o t r o t i p o d e a c c i o n e s i n t e r n a s
( d e f o r m a c i o n e s y t e n s i o n e s o e s f u e r z o s i m p u e s t o s ) a s i c o m o m o v i m i e n t o s
e s p e c i f i c a d o s e n c i e r t o s g d l . E n e s t e c a s o , e s p r e c i s o c o n s i d e r a r , q u e
l a e n e r g í a d e d e f o r m a c i ó n i n t e r n a s e v e i n c r e m e n t a d a a l a p l i c a r s e u n nu~
v a e s t a d o e n l a e s t r u c t u r a , p o r l o q u e e s p r e c i s o u t i l i z a r c o m o i n v a r i a n
t e l a e n e r g í a p o t e n c i a l t o t a l d e l a e s t r u c t u r a . . U t i l i z a n d o
u n
r a z o n a m i e n
t o s e m e j a n t e
a l
c a s o a n t e r i o r d e l



























L a s e x p r e s i o n e s d e l a s e n e r g í a s p o t e n c i a l e s t o t a l e s d e c a d a u n o d e
l o s e s t a d o s a i s l a d o s V~ y l a s c r u z a d a s V { s e o b t i e n e n c o m o s i g u e :
- 1 - 1 - 1 - 1




l a s f u e r z a s , m o v i m i e n t o s , e s f u e r z o s y d e -
f o r m a c i o n e s i m p u e s t o s e n l o s g d l i 1 ( A l Y j i ( E l Y b a r r a s k l ( e l y
2 6 3 .
1 1 E D i d e l a e s t r u c t u r a , q u e d e f i n e n e l e s t a d o 1 d e a c c i o n e s . A n a l o g a -
, - 2 - 2 - 2 - 2 "




l a s c o r r e s p o n d l e n t e s a C C l O -
n e s d e l e s t a d o 2 .
E l t e o r e m a g e n e r a l i z a d o d e M a x v 7 e l l e s t a b l e c e l a s i g u i e n t e i g u a l d a d :
( 7 . 1 3 )
o b i e n d e s a r r o l l a n d o s e o b t i e n e :
- 1 2 2 - 1
¿ Q ' 1
Q
' 1 - ¿ Q ' 1
Q
' 1
' 1 A l l J ' 1 E B J J
l E 1 1
+
( 7 . 1 4 )
S
h
' 1 ' d 1 . .~ Q m m N
m
A m 1 1 d d 1
e a u t l l z a o a s l t u a c l o n , q , y u o s r e s u t a o s e
n n n n
c a l c u l o d e l e s t a d o m e n e l g d l o b a r r a n ( f u e r z a s o r e c u r s o s , m o v i -
m i e n t o s , e s f u e r z o s y d e f o r m a c i o n e s r e s p e c t i v a m e n t e ) .
E s t o s t e o r e m a s t i e n e n a p l i c a c i ó n i n m e d i a t a a l a d e t e r m i n a c i ó n d e
l í n e a s d e i n f l u e n c i a . A e f e c t o s d e e x p o s i c i ó n , e s c o n v e n i e n t e c o n s i d e
r a r d o s t i p o s d e l í n e a s d e i n f l u e n c i a , l a s c o r r e s p o n d i e n t e s a magnit~
d e s c i n e m a t i c a s ( m o v i m i e n t o s y d e f o r m a c i o n e s ) y l a s r e f e r e n t e s a est~
t i c a s ( f u e r z a s y e s f u e r z o s ) . E s t a s ú l t i m a s s e c o m p r o b a r a q u e p u e d e n
s e r o b t e n i d a s m e d i a n t e a p l i c a c i ó n d e l t e o r e m a d e M a x w e l l c o m o e n e l
p r i m e r t i p o o b i e n e s p r e c i s o r e c u r r i r a l a g e n e r a l i z a c i ó n d e l tecr~
m a s i s e d e s e a c o n s e r v a r l a s i m e t r í a o d u a l i d a d e n e l c a l c u l o d e l a s
l í n e a s d e i n f l u e n c i a d e m a g n i t u d e s e s t a t i c a s .
7 . 3 . L í n e a s d e i n f l u e n c i a d e m a g n i t u d e s c i n e m a t i c a s . M é t o d o d u a l
C o n o b j e t o d e d e d u c i r e l p r o c e d i m i e n t o g e n e r a l d e l c a l c u l o d e u n a
l í n e a d e i n f l u e n c i a d e u n m o v i m i e n t o , s e e s t u d i a u n e j e m p l o s e n c i l l o .
1 I ,
1 " I ; ¿ I
' " 1 . . - A ' j
. "
2 6 4 .
E n l a e s t r u c t u r a d e l a f i g u r a 7 . 2 s e d e s e a o b t e n e r l a l i n e a d e l d e s
p l a z a m i e n t o h o r i z o n t a l d e A , d e b i d a a u n a c a r g a i n c l i n a d a u n i t a r i a q u e
r e c o r r e l a c a b e z a s u p e r i o r d e l a e s t r u c t u r a .
o < A
\/\l~>
S e a p l i c a e l t e o r e m a d e M a x w e l l a l o s e s t a d o s 1 y 2 s i g u i e n t e s : E l
e s t a d o 1 s e d e f i n e e n l a f i g u r a 7 . 2 ( a ) y s e c o n s í d e r a e l e s t a d o 2 , c o -
r r e s p o n d i e n t e a l a a c t u a c i ó n d e l a e s t r u c t u r a d e u n a a c c i ó n u n i d a d e f i -
c a z c o n e l m o v i m i e n t o c u y a l i n e a d e i n f l u e n c i a s e e s t u d i a : e n e s t e c a s o ,
u n a f u e r z a u n i d a d h o r i z o n t a l a p l i c a d a e n A .
L a a p l i c a c i ó n d e l t e o r e m a c o n d u c e a l a i g u a l d a d :
o b i e n
v ( x )
e x
' )
e n d o n d e V ( x ) = V~ ( x ) c o r r e s p o n d e a l a f l e c h a p r o d u c i d a e n l a s e c c i ó n
a a -
x d e l c o r d ó n s u p e r i o r d e b i d a a l a a c t u a c i ó n d e l a f u e r z a h o r i z o n t a l u n i
d a d e n A ( e s t a d o 2 ) . E s t a f l e c h a h a d e s e r e f i c a z c o n l a c a r g a m ó v i l ,
e s d e c i r , s i V
2
( x ) e s e l m o v i m i e n t o d e l a s e c c i ó n s e d e b e p r o y e c t a r s o -
b r e l a d i r e c c i ó n d e l a f u e r z a m ó v i l , c o n s u s i g n o c o r r e s p o n d i e n t e , d e
a c u e r d o c o n l a c o n s t r u c c i ó n q u e s e i n d i c a e n l a f i g u r a 7 . 2 , p a r a obte~
2
n e r V ( x ) .
a
D e l e j e m p l o c o m e n t a d o s e d e d u c e , e n g e n e r a l , q u e l a l i n e a d e i n -
f l u e n c i a d e u n m o v i m i e n t o u
A
( d e s p l a z a m i e n t o , g i r o , m o v i m i e n t o r e l a t i -
v o , e t c . ) c u a n d o a c t ú a u n a f u e r z a m o v i l u n i d a d , P = 1 ( f u e r z a , m o m e n t o ,
x
c o n j u n t o d e f u e r z a s , e t c . ; , e s i g u a l a l a d e f o r m a d a V ( x ) e f i c a z c o n l a
f u e r z a m ó v i l P
x
' p r o d u c i d a p o r l a a c c i ó n ú n i t a r i a e f i c a z c o n e l m O V l -
m i e n t o u
A
.
2 6 5 .
P o r l o t a n t o , l a l í n e a d e i n f l u e n c i a d e u n m o v i m i e n t o s e r e d u c e a
l a d e t e r m i n a c i ó n d e l a d e f o r m a d a d e l a e s t r u c t u r a e n e l e s t a d o 2 , y q u e
s e p u e d e o b t e n e r g r á f i c a m e n t e m e d i a n t e e l p r o c e d i m i e n t o d e W i l l i o t .
E j e m p l o 7 . 2 .
E s t a d o 1
E s t a d o 2
F i g u n a 7 . 3 . E j e m p l o 7 . 2 .
L í n e a d e i n f l u e n c i a d e l g i r o r e l a t i v o e n t r e l a s b a r r a s A B y e D .
( F i g u r a 7 . 3 ) .
D e l a a p l i c a c i ó n d e l t e o r e m a d e M a x w e l l r e s u l t a :
e s d e c i r
8
R
( x ) v ( x )
E s p r e c i s o c a l c u l a r e l e s t a d o 2 l a l e y d e f l e c h a s v e r t i c a l e s d e l
c o r d 6 n i n f e r i o r .
2 6 6 .
7 . 4 . L í n e a s d e i n f l u e n c i a d e m a g n i t u d e s
L a d e t e r m i n a c i ó n d e e s t e t i p o d e l í n e a s d e i n f l u e n c i a ( d e r e a c c i o -
n e s y e s f u e r z o s ) s e p u e d e l l e v a r a c a b o d e u n m o d o d u a l a l c o m e n t a d o e n
e l a p a r t a d o a n t e r i o r 7 . 3 . S e h a r a p r e c í s o c o n s i d e r a r e n a l g u n o s c a s o s
e l e o r e m a d e M a x w e l l g e n e r a l i z a d o c o n o b j e t o d e d e d u c i r e l p r o c e d i m i e n -
t o d e c a l c u l o a d e c u a d o . A c o n t i n u a c i ó n s e e x p o n e n d o s e j e m p l o s , u n o d e
e l l o s d e d e t e r m i n a c i ó n d e r e a c c i o n e s y e l o t r o d e u n e s f u e r z o e n u n a b a
r r a , p a r a i l u s t r a r e l p l a n t e a m i e n t o d e l a . n a l i s i s .
7 . 4 . 1 . L í n e a d e i n f l u e n c i a d e u n a r e a c c i ó n
E n l a e s t r u c t u r a d e l a f i g u r a 7 . 4 ( a ) , s e d e s e a o b t e n e r l a l í n e a d e
i n f l u e n c i a d e l a r e a c c i ó n e n e l a p o y o A , c u a n d o a c t u a u n a c a r g a v e r t i -
c a l d e s c e n d e n t e m ó v i l a l o l a r g o d e l a c a b e z a s u p e r i o r .
J " ' )
~ ~~f
- ¡ .
( b ) E s t a d o 2
( a ) E s t a d o 1
P a r a e l l o , s e c o n s i d e r a u n n u e v o e s t a d o d e c a r g a s ( e s t a d o 2 ) repr~
s e n t a d o e n l a f i g u r a 7 . 4 ( 1 ) , c o r r e s p o n d i e n t e a l a a c t u a c i ó n d e u n m o v i -
m i e n t o u n i d a d v e r t i c a l ( e f i c a z c o n l a r e a c c i ó n ) e n e l a p o y o A .
> l . _ ' "
_ z - _ / ( X , )
: ) -
J ? ( ,
2 6 7 .
L a a p l i c a c i ó n d e l t e o r e m a d e M a x w e l l a l o s d o s e s t a d o s d e c a r g a c o n
d u c e a l a s i g u i e n t e i g u a l d a d :
e s d e c i r
1 ) = O
2
- v ( x )
- v ( x )
( 7 . 1 5 )
-~
_. . . : . . - . . . . - ' : - -
/ /
j ' . , . . . .
P o r c o n s i g u i e n t e , l a l í n e a d e i n f l u e n c i a d e s e a d a c o i n c i d e c o n l a
d e f o r m a d a d e l c o r d ó n s u p e r i o r - e n e s t e c a s o - d e l e s t a d o 2 , c a m b i a d a d e
s i g n o .
S i l a e s t r u c t u r a e s i s o s t a t i c a e x t e r n a , l a d e f o r m a d a a n t e r i o r s e o b
t i e n e , c o m o s e i n d i c a e n l a f i g u r a 7 . 5 , m e d i a n t e u n s i m p l e m o v i m i e n t o d e
s ó l i d o r í g i d o ( g i r o a l r e d e d o r d e l o t r o a p o y o e n e l c a s o q u e s e e s t u d i a ) .
P o r e l c o n t r a r i o s i l a e s t r u c t u r a e s e x t e r n a m e n t e h i p e r e s t a t i c a , e s
p r e c i s o u t i l i z a r l o s p r o c e d i m i e n t o s d e d e t e r m i n a c i ó n d e m o v i m i e n t o s e n
e s t e t i p o d e e s t r u c t u r a s , e x p u e s t a s e n e l c a p í t u l o a n t e r i o r . A s í e n l a
d e t e r m i n a c i ó n d e l a l í n e a d e i n f l u e n c i a d e l a f i g u r a 7 . 4 , s e e f e c t u a n
l o s s i g u i e n t e s c a l c u l a s :
2 6 8 .
l . O b t e n c i ó n d e l o s e s f u e r z o s d e l a e s t r u c t u r a d e b i d o s a u n a s i e n t o u n i
t a r i o e n e l g d l c o r r e s p o n d i e n " C e a l a r e a c c i 6 n c u y a l í n e a d e i n f l u e n -
c i a s e d e s e a c o n o c e r . E s t o s e s f u e r z o s N . , s e d e d u c e n c o m o e s u s u a l e n
l
u n a e s t r u c t u r a h i p e r e s t a t i c a d e o r d e n a , c o m o s u m a d e a e s t a d o s d e e s





¿ l X N r : ( * )
n = n l
( i = 1 , 2 , . . . , B ) ( 7 . 1 6 )











6 . N .
l l
( n = : 1 , 2 , . . . , 0 ; - 1 )
( 7 . 1 7 )
c o n 6 . . = N . ( l / E m . l a d e f o r r r . a c i 6 n f i n a l d e l a b a r r a i .
l l l
S e h a s u p u e s t o p o r s i m p l i c i d a d d e c a l c u l o , q u e l o s e s f u e r z o s d e l e s t a d o
a , N~, c o r r e s p o n d e n a l o s p r o d u c i d o s p o r l a f u e r z a r e a c c i ó n h i p e r e s t a t i
c a c u y a l í n e a d e i n f l u e n c i a s e e s t a d e t e r m i n a n d o .
2 . U n a v e z o b t e n i d o s l o s v a l o r e s d e X , s e d e d u c e n l o s e s f u e r z o s f i n a l e s
n
N . y a p a r t i r d e e s t o s e s f u e r z o s l a s d e f o r m a c i o n e s f i n a l e s d e l a s b a -
l
r r a s , l o q u e p e r m i t e , m e d i a n t e u n W i l l i o t p o r e j e m p l o , d e t e r m i n a r l o s
m o v i m i e n t o s e n t o d o s l o s n u d o s d e l a e s t r u c t u r a y e n p a r t i c u l a r e n l o s
d e l c a r d a n s u p e r i o r v
2
( x ) .
L a f i g u r a 7 . 6 i l u s t I ' a e l c a l c u l o a n t e r i o r .
N O T A ( * ) : S e o b s e r v a l a i n e x i s t e n c i a d e u n e s t a d o ( O ) N~ a l n o a c t u a r f u e r
l
z a s e x t e r n a s .
2 6 9 .
E s t a d o O
E s t a d o 1
E s t a d o 2 N~
l
7 . 4 . 2 . L í n e a d e i n f l u e n c i a d e u n e s f u e r z o
C o m o e j e m p l o , p a r a p a r t i c u l a r i z a r l a e x p o s i c i o n ¡ s e c o n s i d e r a l a l í -
n e a d e i n f l u e n c i a d e l e s f u e r z o e n l a b a r r a A - B d e l a e s t r u c t u r a d e l a





C a ) E s t a d o 1
F ¡ ,
, / , -
/ '
/ - '
C b ) E s t a d o 2
C c ) R e s o l u c i ó n d e l e s t a d o 2
Fi g L U L a 7 . 7 . - U . Y t e . a d e . - - l Y l n . t u e . Y l u a d e . U Y l e . 1 l n
u
e . J t z o .
2 7 0 .
S i s e a d o p t a c o m o e s t a d o a u x i l i a r ( e s t a d o 2 ) d e c a r g a s , e l c o r r e s -
p o n d i e n t e a u n a d e f o r m a c i o n u n i . t a r i a i m p u e s t a e n l a b a r r a A - B d e l a e s -
t r u c t u r a y s e a p l i c a e l t e o r e m a g e n e r a l i z a d o d e M a x w e l l a l o s d o s e s t a -
d o s q u e i l u s t r a l a f i g u r a 7 . 7 s e o b t i e n e :




= v - e x ) ( 7 . 1 8 )
E s d e c i r , l a l í n e a d e i n f l u e n c i a c o i n c i d e c o n l a d e f o r m a d a d e l c o r
d o n s u p e r i o r p r o d u c i d 2 p o r l a a c t u a c i ó n d e u n a c i e f o r m a c i o n linita~ia e n
l a b a . r r a A - B .
L a d e f o r m a d a d e l e s t a d o ( 2 ) c e c a r g a S l l a e s t r u c t u r a e s i s o s t a t i -
c a , s e p u e d e o b t e n e r s i m p l e m e n t e m e d i a n t e u n W i l l i o t e n e l q u e l a s d e -
f o r m a c i o n e s d e t o d a s l a s b a r r a s s o n n u l a s a e x c e p c i o n d e l a b a r r a A B .
P o r e l c o n t r a r i o s i l a e s t r u c t u r a e s a v e c e s h i p e r e s t a t i c a , s e pr~
c e d e c o m o e s u s u a l , e n e s t a s s i t u a c i o n e s . L o s e s f u e r z o s f i n a l e s d e l a
e s t r u c t u r a s o n :
i~
N
\ ' X ' I T
n
.
1 i i ; : ; l n \
L a s e c u a c i o n e s d e c o m p a t i b i l i d a d q u e p e r m i t e n o b t e n e r l o s v a l o r e s
d e l a s h i p e r e s t a t i c a s X s o n :
n







l = l l
o




i . ¡ . A B
0 . 1 9 )
1
N ( - ) + 1
A B E r ¿ A B
2 7 1 .
U n a v e z c a l c u l a d o s l o s v a l o r e s X~, s e d e d u c e n l a s d e f o r m a c i o n e s r e a
l
l e s 6 . d e t o d a s l a s b a r r a s m e d i a n t e ( 7 . 1 9 ) y d e a h í , l o s m o v i m i e n t o s e n t o
l
d o s l o s n u d o s d e l a e s t r u c t u r a .
E j e m p l o 7 . 3 . - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
D e t e r m i n a r l a s l í n e a s d e i n f l u e n c i a d e l a r e a c c i ó n R
A
d e l a p o y o A
y d e l a b a r r a 4 - 5 c u a n d o u n a c a r g a v e r t i c a l d e s c e n d e n t e r e c o r r e e l c o r -
d ó n s u p e r i o r d e l a e s t r u c t u r a d e l a f i g u r a 7 . 7 a .
E l e s t a d o 1 c o r r e s p o n d e a u n a r e a c c i ó n u n i t a r i a ( R
3
= 1 ) e n e l a p o y o
3 . E l e s t a d o 2 s e o b t i e n e c o n u n e s f u e r z o n o n u l o ( N 4 - 5 = 2 ) e n l a b a r r a













- 2 / 3
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2 . 6 0
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- { ; / 3
1 . 2 6
0 . 1 4
{ 2 / 3
4 2 / 9
2 { i / 3
0 . 8 2
- 0 . 2 9
O
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1 - 2 ¡ O
1 - 3 ! O
2 - 3 1 O
B A R R A N~
l
1
2 - 4 I O
3 - 4 1 - { 2 i
3 - 5 I { 2 !
, - -
i
2 { 2 / 3
4 - 6 1
- ' [ 2
- 2 / 3 2
!
4 / 9
- 1 . 5 0
!
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O 0 . 9 2
- 0 . 0 4







- 1 . 3 0
0 . 0 5
6 - 8 i
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1 / 6 2 6 / 9
E l s i s t e m a h i p e r e s t a t i c o e s :
2 I x l ,






2 7 2 .
c u y a s o l u c i ó n e s :
E r l
x l = - O . 2 4 T y x
2
L o s e s f u e r z o s f i n a l e s s o n :
2 . 7 6 EJ~
N .
l
L a s d e f o r m a c i o n e s f i n a l e s s e r e p r e s e n t a n e n l a t a b l a , y h a n s i d o






L a r e a l i z a c i ó n d e l W i l l i o t c o n l a s a n t e r i o r e s d e f o r m a c i o n e s c o n d u -
c e n a l o s v a l o r e s d e l a l í n e a d e i n f l u e n c i a d e l a r e a c c i o n :
I N L T D Ü
¡ V A L O R
1 0 . 2 4 1 ! 0 . 9 5 5
I
o . 6 8 9 ¡ 0
t
( b ) E s f u e r z o b a r r a 4 - 5 .





r o - °










l Z / 2 J
L o
í





c u y a s o l u c i o n e s : x l = - 0 , 1 2 E r l / l Y x
2
L a s d e f o r m a c i o n e s f i n a l e s s o n :
s í
s i
- 0 . 1 1 E r l / l .
i f : 4 - 5
l 4 - 5
2 7 3 .




s o n :




V A L O R
- 0 . 0 2 1
0 . 0 9 2
- 0 . 0 1 5 O
t
p o r c o n s i g u i e n t e s e p u e d e r e s u m i r e l s i g u i e n t e p r o c e d i m i e n t o d e d e
t e r m i n a c i ó n d e l í n e a s d e i n f l u e n c i a d e r e a c c i o n e s y e s f u e r z o s : L a l í n e a
d e i n f l u e n c i a d e u n a f u e r z a J
A
( e s f u e r z o o r e a c c i ó n ) c u a n d o a c t ú a u n a
f u e r z a m ó v i l u n i d a d ( P = 1 ) , c o i n c i d e c o n l a d e f o r m a d a e f i c a z , V e x ) ,
x
c o n l a f u e r z a m ó v i l P x ' d e b i d a a l a d e f o r m a c i ó n e f i c a z c o n J
A
, s i s e
t r a t a d e e s f u e r z o , o a l m o v i m i e n t o e f i c a z c o n - J
A
, e n e l c a s o d e r e a c -
c i ó n ,
7 . 5 . L í n e a s d e i n f l u e n c i a d e m a g n i t u d e s e s t a t i c a s . M é t o d o d e l a s l i b e -
r a l i z a c i o n e s
A v e c e s , p u e d e s e r i n t e r e s a n t e r e a l i z a r e l c a l c u l o d e l a s l í n e a s
d e influen~ia d e f u e r z a s m e d i a n t e u n a l i b e r a l i z a c i ó n d e l a e s t r u c t u r a ,
e s d e c i r , e l i m i n a n d o l a c o a c c i ó n d e a p o y o e n e l c a s o d e u n a r e a c c i ó n ,
o l a b a r r a e n e l d e u n e s f u e r z o . L a e s t r u c t u r a r e s u l t a n t e p r e s e n t a u n
g r a d o d e h i p e r e s t a t i s m o e n g e n e r a l m e n o r q u e l a o r i g i n a l , y s i e s t a
e r a i s o s t a t i c a , s e c o n v i e r t e e n u n m e c a n i s m o . P o r l o t a n t o , e n e s t e
ú l t i m o c a s o , n o s e p u e d e u t i l i z a r e l t e o r e m a d e M a x w e l l q u e e s s ó l o
a p l i c a b l e a e s t r u c t u r a s , y e n s u l u g a r d e b e u t i l i z a r s e e l p r i n c i p i o d e
l o s t r a b a j o s v i r t u a l e s . A c o n t i n u a c i ó n s e p r e s e n t a n a l g u n o s e j e m p l o s
q u e i l u s t r a n l a a p l i c a c i ó n d e e s t e m é t o d o d e c a l c u l o d e l í n e a s d e i n -
f l u e n c i a .
P u e s t o q u e e l m e t o d o q u e s e e x p o n e r e d u c e e l g r a d o d e hiperestatí~
m o d e l a e s t r u c t u r a , c o n v i e n e d i s t i n g u i r , l a s i t u a c i ó n d e e s t a , ; h i p e r e s -
t a t i c o e i s o s t a t i c a .
2 7 4 .
7 . 5 . 1 . E s t r u c t u r - - a s i s o s t a t i c a s
( a ) L í n e a s d e i n f l u e n c i a d e u n a r e a c c i ó n .
S e a l a e s t r u c t u r a i s o s t a t i c a d e l a f i g u r a 7 . S d e l a q u e s e d e s e a
h a l l a r l a l í n e a d e i n f l u e n c i a d e l a r e a c c i ó n e n e l a p o y o A . c u a n d o u n a
c a r g a u n i t a r i a d e s c e n d e n t e r e c o r r e e l c o r d ó n s u p e r i o r .
/ - . . .~-==----- L - - - - - - . -
I : ,
. - - ; x , . ¡ _ ¡ ( .
~i/-~~
. - + -
A Y - - _ . _ 0 ' ;
I'I'~---- ' / 1





( b ) L í n e a d e i n f l u e n c i a
( a ) A p l i c a c i ó n d e l o s t r a b a j o s v i r t u a l e s
F~g~a 7 . 8 . - Line~s d e ~n6fuenc{a d e hea~~ón.
E l p r o c e d i m i e n t o a s e g u i r c o n s i s t e e n l i b e r a r l a e s t r u c t u r a d e l a
c o a c c i ó n c o r r e s p o n d i e n t e a l a r e a c c i ó n . R e s u l t a . e n e s t e c a s o u n m e c a -
n í s m o a l q u e s e a p l i c a e l t e o r e m a d e l o s t r a b a j o s v i r t u a l e s c o n u n e s -
t a d o d e c a r g a c o r r e s p o n d i e n t e a u n a p o s i c i ó n g e n e r i c a d e l a c a r g a m ó v i l
( - l ) . x d e




o s e a
R
A
= x / L
q u e e s l a l í n e a d e i n f l u e n c i a
p e r d i d a .
( b ) L í n e a d e i n f l u e n c i a d e u n e s f u e r z o .
L a i d e a c o n s i s t e e n s u p r i m i r l a b a r r a p a r a l a q u e s e d e s e a d e d u c i r
l a l í n e a d e i n f l u e n c i a d e l e s f u e r z o , c o n v i r t i e n d o l a e s t r u c t u r a e n u n
2 7 5 .
m e c a n í s m o , a l c u a l s e a p l i c a n e l t e o r e m a d e l o s t r a b a j o s v i t u a l e s , b a j o
l a a c c i ó n d e l a s f u e r z a s s i g u i e n t e s : l a c a r g a m ó v i l e n u n a p o s i c i ó n g e -
n é r i c a y l a a c t u a c i ó n d e l a s a c c i o n e s d e l a b a r r a s u p r i m i d a s o b r e l o s
n u d o s c o r r e s p o n d i e n t e s d e l a e s t r u c t u r a .
E j e m p l o 7 . 4
D e t e r m i n a r l a l í n e a d e i n f l u e n c i a d e l e s f u e r z o e n l a b a r r a A - B d e













- " ' f
7 . 9 . - L¡n~a d~ inniu~nc{a d~ ~nu~~zo.F i g u t L a
E l m o v i m i e n t o v i r t u a l q u e d a d e f i n i d o p o r u n a n g u l o d e ( g i r o d e t o
d a l a e s t r u c t u r a r e s p e c t o a l a p D Y o f i j o ) . L a e x i s t e n c i a d e u n a c o n e x i ó n
e n t r e l a s d o s z o n a s d e l a e s t r u c t u r a d e m o d o q u e p e r m i t e u n a t r a s l a c i o n
v e r t i c a l e n t r e a m b a s , p o s i b i l i t a q u e e l o t r o a p o y o s e a r e s t i t u i d o a s u
p o s i c i ó n v e r t i c a l , c o n v i r t i e n d o e l m o v i m i e n t o v i r t u a l e n c o m p a t i b l e .
L a f i g u r a 7 . 9 ( b ) m u e s t r a l a f o n n a d e l m o v i m i e n t o d e l m e c a n í s m o y
e n p a r t i c u l a r l a d e f o r m a d a d e l c o r d ó n s u p e r i o r v ( x ) . P o r o t r a p a r t e 5 1
e l m o v i m i e n t o r e l a t i v o e n t r e l o s n u d o s A y B e s 0 A B ( p o s i t i v o c u a n d o
276.
es acercamiento, al ser tracciones los esfuerzos positivos) se obtiene:
0AB 4a de cosa-2adGcosa+a de cosa+h de sena
es decir
Los puntos característicos de la línea de influencia se definen en
la figura 7.9 (b), ordenadas de los puntos B' y e'
Aplicando el teorema de los trabajos virtuales:





















Determinar la línea de influencia del esfuerzo axil en la barra AB,





2 7 7 .
. ' . "
• ~< t . ,
F i g U ñ a 7 . 1 0 . E j e m p l o 7 . 5 .
L a d i f e r e n c i a d e e s t e e j e m p l o c o n e l a n t e r i o r e s t r i b a e n e l h e c h o
d e q u e e l m o v i m i e n t o r e l a t i v o e n t r e l a s d o s z o n a s d e l a e s t r u c t u r a n o
e s y a u n a t r a s l a c i ó n , s i n o u n g i r o a l r e d e d o r d e l p u n t o d e i n t e r s e c c i ó n
d e l a s b a r r a s q u e c o n e c t a n a m b a s z o n a s ( c o m o s e i n d i c a e n l a f i g u r a
7 . 1 0 ( b ) .
E n e S L e c a s o seobtierre~ t r a s c o n s i d e r a c i o n e s g e o m é t r i c a s :
6
5
, / 2 a d e
I
L a l í n e a d e i n f l u e n c i a p e d i d a s e r e p r e s e n t a e n l a f i g u r a 7 . 1 0 ( c ) .
E n n U l r . e r o s u s c a s o s , c o n o c i d a l a f o r m a d e l a l í n e a d e i n f l u e n c i a , m e -
d i a n t e l a s c o n s i d e r a c i o n e s a n t e r i o r e s s e e v i t a n l o s a v e c e s e n g o r r o s o s
c a l c u l a s g e o m é t r i c o s e n p a r t i c u l a r d e l m o v i m i e n t o r e l a t i v o 0 A B ' media~
t e l a d e t e r m i n a c i ó n d i r e c t a d e l o s v a l o r e s c a r a c t e r í s t i c o s d e l a l í n e a
d e i n f l u e n c i a . E s t a d e t e r m i n a c i ó n d i r e c t a d e l o s e s f u e r z o s s~ p u e d e
e f e c t u a r , c o m o e s c o n o c i d o , e n l a s e s t r u c t u r a s i s o s t a t i c a s u t i l i z a n d o
u n a t é c n i c a d e l a s s e c c i o n e s . E s t a f o r m a d e o b t e n c i ó n d e l í n e a s d e l n
f l u e n c i a e s d e p r a c t i c a c o m u n .
7 . 5 . 2 . E s t r u c t u r a s h i p e r e s t a t i c a s
C o m o e n e l e s t u d i o d e l a s e s t r u c t u r a s i s o s t a t i c a s , s e c o n s i d e r a n
a c o n t i n u a c i ó n a l [ u n o s e j e m p l o s c o r r e s p o n d i e n t e s a l í n e a s d e i n f l u e n -
c i a d e r e a c c i o n e s y e s f u e r z o s .
( a ) C a s o d e l í n e a d e i n f l u e n c i a d e u n a r e a c c i ó n .
H a l l a r l a l í n e a d e i n f l u e n c i a d e l a r e a c c i ó n e n A d e l a e s t r u c t u
r a d e l a f i g u r a 7 . 1 1 .
2 7 8 .
E n e s t e c a s o , s i s e e l i m i n a l a c o a c c i ó n , n o r e s u l t a u n m e c a n í s m o ;
p o r l o t a n t o , n o s e p u e d e a p l i c a r e l t e o r e m a d e l o s t r a b a j o s v i r t u a l e s .




i 1 ; ( " .
( b ) ( e )
F~guna 7 . 7 7 . - L i n e a d e ~nntuenC¡a d e u n a rceac~~ón.
2
v ( x )
2
v A
E s d e c i r , l a l í n e a d e i n f l u e n c i a e s p r o p o r c i o n a l a l a d e f o r m a d a e f i
c a z c o n 1 d e l c o r d ó n q u e e s t a r e c o r r e , e n e l e s t a d o 2 . E l f a c t o r d e pr~
x ?
p r o c i o n a l i d a d e s l / v A ' E n e l e s t a d o c i t a d o h a y q u e r e s o l v e r u n W i l l i o t ,
i n t e r e s a n d o c o n o c e r l o s d e s p l a z a m i e n t o s d e l c a r d a n s u p e r i o r ( e n e s t e c a -
s o ) y e l d e s p l a z a m i e n t o d e l p u n t o A .
( b ) C a s o d e l í n e a d e i n f l u e n c i a d e u n e s f u e r z o : E l i m i n a c i ó n d e l a
b a r r a .
L í n e a d e i n f l u e n c i a d e l e s f u e r z o e n l a b a r r a A - E d e l a e s t r u c t u r a
d e l a f i g u r a 7 . 1 2 ( a ) .
2 7 9 .
( a ) E s t r u c t u r a
F i g u A a 7 . 7 2 . - L . i . d e u n e s f u e r z o . E l i m i n a c i ó n d e u n a b a r r a .
S e a p l i c a e l t e o r e m a d e M a A v e l l a l o s d o s e s t a d o s s i g u i e n t e s i n d i c a -
d o s - e n l a f i g u r a 7 . 1 2 b Y c , c o n l o q u e r e s u l t a :
( 1 1 ) v
2





. _ . x ' x + A B ' o A B - . A B
1
A h o r a b i e n , 0 A B e s l o q u e s e a c e r c a n d i c h o s p u n t o s , q u e e s i g u a l a l
a l a r g a m i e n t o , c a m b i a d o d e s i g n o , d e l a b a r r a A - B , e s d e c i r :
2
Y 0 A B e s l o q u e s e a c e r c a n A y B e n d i c h o e s t a d o , q u e s e d e t e r m i n a m e -
d i a n t e e l W i l l i o t c o r r e s p o n d i e n t e , a l a v e z q u e s e h a l l a v ·
2
( x ) . R e s u l -
t a e n t o n c e s :
C c ) C a s o d e l í n e a s d e i n f l u e n c i a d e u n f f i f u e r z o : L i b e r a c i ó n d e l a
b a r r a .
S e e s t u d i a e l m i s m o c a s o a n t e r i o r d e l í n e a d e i n f l u e n c i a . E l p r o -
c e d i m i e n t o q u e s e i n d i c a a c o n t i n u a c i ó n e s a n á l o g o a l a n t e r i o r , p e r o
2 8 0 .
e n e s t e c a s o n o s e e l í m i n a l a b a r r a , s í n o q u e s e c o r t a , a p l i c a n d o M a x w e l l
a l o s d o s e s t a d o s s i g u i e n t e s : l o s e s t a d o s q u e s e d e s c r i b e n e n l a f i g u r a
7 . 1 3 .
F 1 g u J 1 . a 7 . 1 3 . - L . L d e u n e . - 5 1 Í U . e J t Z O . L é b ¿ J t a L ü a u ó V L .
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1 . ( E D ) A B
' )
P o r
l o t a n t o : N
A B
=
V " ( x )
1
[ , 2
( E D ) A B
+
. . ) A B
q u e c o i n c i d e c o n l a f o r m u l a o b t e n i d a a n t e r i o r m e n t e .
7 . 5 . 3 , C a s o s p a r t i c u l a r e s
C o n v i e n e c o m e n t a r , p o r ú l t i m o , q u e , a v e c e s , e n e l m é t o d o d i r e c t o ,
a l l i b e r a l i z a r l a e s t r u c t u r a h i p e r e s t a t i c a , é s t a n o s e r e d u c e a o t r a e s
t r u c t u r a c o n u n g r a d o m e n o s d e h i p e r e s t a t i c i d a d , s i n o q u e s e p r o d u c e u n
m e c a n i s m o . E n e s t a s s i t u a c i o n e s n o s e p u e d e u t i l i z a r e l t e o r e m a d e M a x -
w e l l , s i e n d o p r e c i s o , c o m o e n e l c a s o d e e s t r u c t u r a s i s o s t a t i c a s , e l
2 8 1 .
t r a t a m i e n t o d e e s t a s m e d i a n t e e l p r i n c i p i o d e l o s t r a b a j o s v i r t u a l e s .
E n l a f i g u r a 7 . 1 4 s e m u e s t r a n a l g u n o s e j e m p l o s .
/
E s t r u c t u r a h i p e r e s t a t i c a
/
M e c a n í s m o
( a ) L í n e a d e i n f l u e n c i a d e l e s f u e r z o N
A B
,
K - - -
i '
I " , _
I '
/ \
i ' 7 ? ' 7 7 '
E s t r u c t u r a h i p e r e s t a t i c a
M e c a n í s m o
( b ) L í n e a d e i n f l u e n c i a d e l a r e a c c i ó n R
A
.
7 . 6 . A n a l i s i s c o m p a r a t i v o d e l o s m e t o d o s d e d e t e r m i n a c i ó n d e l í n e a s d e
i n f l u e n c i a : D i r e c t o y D u a l
E l m e t o d o d i r e c t o d e c a l c u l o d e l í n e a s d e i n f l u e n c i a d e e s f u e r z o s
p r e s e n t a l a v e n L a j a d e q u e e x i g e e l a n a l i s i s d e u n a e s t r u c t u r a m a s s i m
p l e , e s d e c i r , m e n o s h i p e r e s t a t i c a , q u e e l m e t o d o d u a l . S i n e m b a r g o ,
e s m e n o s s i s t e m a t i c o , y a q u e s u d e s a r r o l l o p r e c i s a , b i e n l a u t i l i z a c i ó n
d e l t e o r e m a d e M a x w e l l , b i e n e l p r i n c i p i o d e l o s t r a b a j o s v i r t u a l e s , d~
p e n d i e n d o d e l t i p o d e e s t r u c t u r a , y a v e c e s , i n c l u s o p a r a l a m i s m a e s -
t r u c t u r a , d e l e s f u e r z o o r e a c c i ó n c u y a l í n e a d e i n f l u e n c i a s e i n t e n t a
o b t e n e r . E s t a d e s v e n t a j a e s i m p o r t a n t e , p a r t i c u l a r m e n t e ( c o r n o s e v e r a
2 8 2 .
m a s a d e l a n t e e n e l c u r s o ) , s i s e d e d u c e n , m e d i a n t e u n p r o g r a m a d e c a l c u -
l o p o r c o m p u t a d o r , d i s t i n t a s l í n e a s d e i n f l u e n c i a e n u n a m i s m a e s t r u c t u r a ,
p u e s t o q u e e l m e t o d o d i r e c t o a n a l i z a p a r a c a d a l í n e a d e i n f l u e n c i a u n a
e s t r u c t u r a d i s t i n t a . P o r e l c o n t r a r i o , e n e l m e t o d o d u a l , e s l a m i s m a
e s t r u c t u r a ( q u e c o i n c i d e c o n l a o r i g i n a l ) l a q u e s e c a l c u l a s i m p l e m e n -
t e p a r a d i s t i n t a s h i p o t e s i s d e c a r g a ( d e s c e n s o d e a p o y o s , a l a r g a m i e n t o
d e b a r r a s , e t c . ) . E s t o r e p r e s e n t a u n a d r a s t i c a r e d u c c i o n d e l e s f u e r z o d e
c a l c u l o y u n a s i m p l i f i c a c i o n n o t a b l e e n l a . e n t r a d a d e d a t o s , y a q u e e s
p r e c i s o d e f i n i r s o l a m e n t e u n a e s t r u c t u r a .
7 . 7 . E s f u e r z o s m a x i m o s p r o d u c i d o s p o r u n t r e n d e c a r g a s
A c o n t i n u a c i o n s e e x p o n e n d o s e j e m p l o s c a r a c t e r í s t i c o s .
7 . 7 . 1 . S o b r e c a r g a u n i f o r m e i n d e f i n i d a
S u p u e s t o q u e s e d e s e a c o n o c e r e l v a l o r m a x i m o d e u n r e s u l t a d o e n
u n a c i e r t a b a r r a o n u d o d e b i d o a l a a c t u a c i o n - o n o a c t u a c i o n - d e u n a
s o b r e c a r g a c o n o c i d a : : - s e d e t e r m i n a , e n p r i m e r l u g a r , l a l í n e a d e i n f l u e n
c í a d e l r e s u l t a d o ( f i g u r a 7 . 1 5 ) .
/
"
, . / . / " \
\
\
l . - j F i g L U t a 7 . í S . - U n e . a d e . i n { t u e . n c . J . a .
S i l a s o b r e c a r g a e s u n i f o r m e , d e i n t e n s i d a d p ( t . m -
1
) , e l m á x i m o




y e l m a x i m o n e g a t i v o s e o b t i e n e c a r g a n d o l a z o n a 2 :
R
: : : ( ) D
~ ' " 2 . •
m a x
2 8 3 .
e n d o n d e ~. r e p r e s e n t a e l á r e a d e l t r i á n g u l o l , e n l a l í n e a d e i n f l u e n c i a
l
( i = l , 2 , 3 ) .
7 . 7 . 2 . T r e n d e c a r g a s
S e a e l t r e n d e c a r g a s d e l a f i g u r a 7 . 1 6 a , y s e d e s e a h a l l a r e l m á x i m o
( o m í n i m o ) r e s u l t a d o , d e b i d o a l a a c t u a c i ó n d e l c i t a d o t r e n , e n u n a c i e r -
t a b a r r a , n u d o o s e c c i ó n d e u n a e s t r u c t u r a .
S e d e t e r m i n a l a l í n e a d e i n f l u e n c i a q u e s e s u p o n e c o r r e s p o n d e a l a f i
g u r a 7 . 1 6 b .
(
\
: ' - + ) / . f ; < )
,
' , - )
- - - - ; : : - i
' ' ' ' ' -
( b ) L í n e a d e i n f l u e n c i a .
( a ) T r e n d e c a r g ¿




r ' l r r ( ; )
, /
~------/_--------/_-~'\
( c ) L í n e a d e i n f l u e n c i a ~el t r e n .
2 8 4 .
P a r a h a l l a r e l e f e c t o d e l t r e n d e c a r g a s s e m u l t i p l i c a d i c h a l í n e a
d e i n f l u e n c i a r ( x ) p o r P i ' P 2 Y P
3
. E l e f e c t o t o t a l s e c o n s i g u e s u m a n -
d o l a s t r e s l í n e a s a n t e r i o r e s , p e r o d e s p l a z a n d o l a c o r r e s p o n d i e n t e a
P
2
u n a c a n t i d a d b h a c i a l a d e r e c h a , y , l a c o r r e s p o n d i e n t e a P I ' u n a
c a n t i d a d ( a + b ) .
A v e c e s , e s m a s p r a c t i c o d i b u j a r e l t r e n e n u n p a p e l t r a n s p a r e n t e ,
e n e s c a l a c o n e l e j e d e a b s c i s a s x , d e l a l í n e a d e i n f l u e n c i a y t a n t e a r
u n a s p o c a s p o s i c i o n e s a l r e d e d o r d e l a s i t u a c i ó n q u e s e s u p o n e m á s d e s -
f a v o r a b l e .
E s t e c a l c u l o e s d i r e c t o , y a q u e l a s o r d e n a d a s s e m i d e n d i r e c t a m e n t e
e n e l p a p e l t r a n s p a r e n t e .
2 8 5 .
E J E R C I C I O S . E N U N C I A D O S
7 . 1 . O b t e n e r l o s m á x i m o s e s f u e r z o s e n v a l o r a b s o l u t o e n A B , B C y C D , p a -
r a c a r g a u n i f o r m e m o v i l d e v a l o r l t / m .





- . : t ¡
I
. . . . . . . .~.
L a c a r g a v e r t i c a l p u e d e a c t u a r e n c u a l q u i e r p o s i c i o n , l l e n a n d o t o -
t a l o p a r c i a l m e n t e l o s v a n o s d e l c o r d o n s u p e r i o r .
7 . 2 . P o r e l c o r d o n i n f e r i o r d e l a v i g a t r i a n g u l a d a m e t á l i c a d i b u j a d a ,
c i r c u l a u n c a r r e t ó n d e d o s e j e s , u n o d e 6 t m y o t r o d e 4 t m s e p a -
r a d o s 2 m s .
A B
. ·····~· . . · . .·~I.Q!?···· . . · f · . . · · . .·~·:·~º··· . . · . .t······~·,·Q·9········t . . . . . 4 . · . 9 ( - ' . . ,
t . J . o " ;
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . , . . . . .
: ~ " g .
. .~. . . . : . . . . . .~. . . .
4 t n .
6 t f 1 . ,
S e p i d e d i m e n s i o n a r e x c l u s i v a m e n t e p a r a e s f u e r z o s a x i l e s ( e s d e c i r , o b t E
1
~ . 2 ) 1 d ~ A B b . d d
n e r e a r e a n e c e s a r l a e n c m e c o r o n s a l e n o q u e c u a n o t r a b a j a é
t r a c c i o n l a t e n s i o n a d m i s i b l e e s d e 1 . 2 0 0 K g / c m
2
y c u a n d o t r a b a j a a c o m í
s i o n d e 8 0 0 K g / c m
2
.
. . . . . . . .~. .
o í
\ . O :
Ñ l
. . . . . . . . .~. .
7 . 3 . 1 ) O b t e n e r l a s l í n e a s d e i n f l u e n c i a d e l o s e s f u e r z o s a x i l e s e n l a s
b a r r a s A B , B C , A C y B D p a r a u n a c a r g a v e r t i c a l m o v i e n d o s e s o b r e
e l c o r d ó n s u p e r i o r .
6 t
A c t - · } ' · 2 5 ' _ · · f
~
. ._~_ _ _ _• . . • _ _ . _ § . ? f . . .ª!.~.? _ { ? - . .~. .ª~.9..~ ~ .
2 ) O b t e n e r e l m á x i m o e s f u e r z o e n l a b a r r a B C b a j o l a a c c i ó n d e l t r e n
d e c a r g a s i n d i c a d o .
7 . 4 . S o b r e e l c o r d ó n s u p e r i o r d e l a e s t r u c t u r a a d j u n t a c i r c u l a u n t r e n
d e c a r g a s q u e s e d e f i n e e n e l c r o q u i s .
O b t e n e r l o s e s f u e r z o s m á x i m o s d e t r a c c i ó n y c o m p r e s i ó n e n l a b a -
r r a d i a g o n a l 3 - 4 .
7 . 5 . O b t e n e r l a l í n e a d e i n f l u e n c i a d e l e s f u e r z o e n l a b a r r a A B p a r a u n a
c a r g a q u e s e m u e v e p o r e l c o r d ó n i n f e r i o r . T o d a s l a s b a r r a s t i e n e n
c o n s t a n t e l a r e l a c i ó n L/E~.
2 3 6 .
.. . . . J - . . . . . .
! 4 . 0 0
. . . . . . ; . . . . . .
;
2 8 7 .
7 . 6 . O b t e n e r l a l í n e a d e i n f l u e n c i a d e l a b a r r a A B e n l a s i g u i e n t e e s t r u c






A l / 7 1
,
I I
L a c a r a c t e r í s t i c a L / E S ¿ e s c o n s t a n t e e n t o d a s l a s b a r r a s .
7 . 7 . E n l a e s t r u c t u r a i n d i c a d a , t o d a s l a s b a r r a s , e x c e p t o e l t i r a n t e 8 - 9 ,
2
s o n d e s e c c i ó n c o n s t a n t e e i g u a l a 2 0 c m . , y t i e n e n u n m ó d u l o d e
6 - 2
e l a s t i c i d a d d e 2 x 1 0 K g . c m L a s e c c i ó n d e l t i r a n t e 8 - 9 e s d e 1 0
c m
2














/ ' 7 - 7 ? 7
.
3 . Q P
-~-
. . 3 . 0 0
,
. .




. - - - . - -
H a l l a r l o s e s f u e r z o s a x i l e s m á x i m o s e n l a b a r r a 4 - 5 c u a n d o e l v e h í -
c u l o i n d i c a d o r e c o r r e e l c o r d ó n s u p e r i o r .
7 . 8 . E n l a e s t r u c t u r a a r t i c u l a d a a d j u n t a , q u e s e u n e m e d i a n t e s e n d a s a I
t i c u l a c i o n e s f i j a s a d o s m é n s u l a s d e h o r m i g ó n ( 1 - 2 y 7 - 8 ) e m p o t r a -
d a s e n s u s b a s e s , s e p i d e : L í n e a d e i n f l u e n c i a d e l m o v i m i e n t o r e l a
t i v o e n t r e l o s n u d o s 2 y 6 m e d i d o s s e g ú n l a d i r e c c i ó n d e l a r e c t a
2 - 6 , c u a n d o a c t ú a u n a c a r g a v e r t i c a l d e l t e n e l c o r d ó n s u p e r i o r .
2 8 8 .
S e despre~iara l a e n l o n g a b i l i d a d d e l a s b a r r a s 1 - 2 y 7 - 8 .
C a r a c t e r í s t i c a s d e l a s b a r r a s :
1 - 2 Y 7 - 8 : 0 , 4 0 x 0 , 3 0 m .





2 x 1 0 T / m .
S e a d o p t a r a c o m o s e n t i d o p o s i t i v o e n l a l í n e a d e i n f l u e n c i a e l a c e r -
c a m i e n t o e n t r e l o s p u n t o s 2 y 6 . E n l a l í n e a d e i n f l u e n c i a s e d a r a n
l o s v a l o r e s c a r a c t e r í s t i c o s d e l a m i s m a .
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7 . 9 . L a v i g a d e c e l o s í a i n d i c a d a e n l a f i g u r a s i r v e d e s o p o r t e a l c a m i n o
d e r o d a d u r a d e u n p u e n t e g r ú a , e n l a f o r m a q u e d i c h a f i g u r a m u e s t r a .
A l p r o c e d e r a s u m o n t a j e l a d i a g o n a l A B r e s u l t o s e r d o s c m m a s c o r t a
d e l o n e c e s a r i o .
S e d e s e a s a b e r c u a l t e n d r í a q u e s e r l a s e c c i o n m í n i m a d e l a s b a r r a s
( s u p u e s t a s t o d a s i g u a l e s ) p a r a q u e , a p e s a r d e e s e d e f e c t o , l a p e n -
d i e n t e m a x i m a d e l c a r r i l d e r o d a d u r a n o s u p e r e e l 8 p o r m i l p a r a e l
c a s o m a s d e s f a v o r a b l e d e . c a r g a q u e p u e d e s u p o n e r s e f o r m a d o p o r u n a
c a r g a p u n t u a l ú n i c a d e 2 0 T , e n e l c e n t r o d e l a l u z .
2 8 9 .
N o s e c o n s i d e r a r a n l a s d e f o r m a c i o n e s d e f l e x i a n d e l c a r r i l e n t r e
p u n t o s d e a p o y o d e l m i s m o .
E
2
2 . 1 0 0 . 0 0 0 K g / c m .
7 . 1 0 . E n l a e s t r u c t u r a d e l a f i g u r a , s e s u p o n e q u e u n a c a r g a v e r t i c a l m o -
v i l d e 1 t o n e l a d a d i r i g i d a h a c i a a b a j o , r e c o r r e e l c o r d a n s u p e r i o r
2 - 5 - 1 2 . S E P I D E :
l . C l a s i f i c a r l a e s t r u c t u r a .
2 . L í n e a d e i n f l u e n c i a d e l a x i l e n l a b a r r a S - l O .
3 . L í n e a d e i n f l u e n c i a d e l a x i l e n l a b a r r a 6 - S .
C a r a c t e r í s t i c a s d e t o d a s l a s b a r r a s L / E Q = 1 0 -
5
m / T .
3 . . . . ,
~- _ . _ - - - - - - - - - - - /




, i - -








2 9 0 .
7 , 1 1 . E n e l p u e n t e c e l o s í a d e l a f i g u r a 1 s e o b s e r v a q u e l o s e s f u e r z o s
m á x i m o s e n l a b a r r a 3 - 5 s o n e x c e s i v o s . C o n o b j e t o d e r e d u c i r l o s
s e d i s p o n e e l r e f u e r z o q u e s e m u e s t r a e n l a f i g u r a 2 , m e d i a n t e
l a i n c l u s i ó n d e l a s b a r r a s 2 - 4 y 4 - 6 .
P a r a l a a c t u a c i ó n d e u n a s o b r e c a r g a u n i f o r m e d e 1 t l m s e a d m i -
t e q u e p u e d e a c t u a r e n c u a l q u i e r z o n a d e l t r a m o 1 - 2 - 5 - 6 - 8 .
S E P I D E : D e t e r m i n a r l a d i f e r e n c i a e n t o n e l a d a s e n l o s e s f u e r z o s
m á x i m o y m í n i m o e n l a b a r r a 3 - 5 q u e s u p o n e l a i n c l u s i ó n d e l r e
f u e r z o i n d i c a d o .
D A T O S : - S e c c i ó n d e t o d a s l a s b a r r a s : 6
2
c m .




. ' ' ¡ ; ' " Z 5 6 A
1
E J E R C I C I O S . S O L U C I O N E S
2 9 1 .






- 3 , O t ( c o m p r e s i ó n ) .
2 , 9 7 t ( t r a c c i ó n ) .
- 4 , 8 8 t ( c o m p r e s i ó n ) .
3
7 . 2 . T r a c c i ó n 6 + 4 x ¡ = 9
1 1 1 9
4 + 6 x - = - > 9
1 2 2




. . , 6 5 + 4 x 2 . . _ _ 2 0
o m p r e s l o n x " 6 1 2 3









7 . 5 . N u d o 1 4 I 1 2 ! 1 0
N 0 1 0 , 1 5 8 ) 0 , 3 1 6
2
O
7 . 6 . L a l í n e a d e i n f l u e n c i a e s :
A.~ b -
~ .
c o n v 0 , 2 8 t .
7 . 7 . L í n e a d e i n f l u e n c i a .
N u d o 2
- 0 , 2 5
4
- 0 , 6 7
6
0 , 2 7
L o s v a l o r e s e x t r e m o s s e p r o d u c e n :
N
4 5













2 9 2 .
7 . S . L í n e a d e i n f l u e n c i a .
1
-~:-:-:-+--~-,- 1 - ' - o - ,~-s-s-t--o-.~-9-0-----"r--O-.-~-7-0-+-1 - : - r r r u n .
7 . 9 . L a p e n d i e n t e m a x i m a s e p r o d u c e e n l a s b a r r a s e x t r e m a s 1 - 3 e 9 - 1 1 .
S e e s t u d i a n l o s d o s e s t a d o s d e c a r g a : ( 1 ) N~ s o n l o s e s f u e r z o s pr~
l
d u c i d o s p o r d o s c a r g a s v e r t i c a l e s d e 1 0 t e n l o s n u d o s 5 y 7 . ( 2 ) N~
l
s o n l o s e s f u e r z o s p r o d u c i d o s p o r u n a c a r g a v e r t i c a l u n i t a r i a ( 1 0 t )
a p l i c a d a e n 9 .
S e o b t í e n e s e g ú n e l c u a d r o :
1 1 7 1 2
- - = - + 0 , 4 1 x 0 , 0 2
E r 2
o " O . O O S x 5
-
0 . 0 4
c o n l o q u e r e s u l t a e l a r e a m í n i m a : r 2 > 1 8 , 0
2
c m .




N O L N I
1 - 2
3 , 2
1 5 , 6
4 9 , 9 2
3 , 2




- 1 2 , 0
- 6 0 , 0 0
- 2 , 5 1 5 0 , 0 0
2 - 3
3 , 3
- 1 2 , 5
- 4 1 , 2 5





2 1 , 5
1 0 7 , 5 0
4 ) 4
4 7 3 , 0 0
3 - 4 3 , 6 1 1 , 0
3 9 , 6 0
2 j ,
9 5 , 0 4
I




- 2 9 , 2 - 1 4 6 , 0 0
- 6 , 0





- 9 , 0
- 3 2 , 4




3 5 , 5 1 7 7 , 5 0
7 , 2





- 5 , 0
- 2 0 , 0 0







- 3 2 , 4 - 1 6 2 , 0 0
- S , 2






- 5 , 0 - 2 0 , 0 0
- 4 , 1
s 2 , 0 0 1
6 - S
!
5 , 0 3 5 , 5 1 7 7 , 5 0





4 , 0 - 9 , 0
- 3 2 , 4 0
4 , 5







- 2 9 , 2
- 1 4 6 , 0 0
- 1 3 , 9






1 1 , °
3 9 , 6 0
- 5 , 5
- 2 1 7 , S O ¡
1
l
S - 1 O
I
5 , 0
2 1 , 5
1 0 7 , 5 0
:
J . 7 , S




9 - 1 0
3 , 3
- 1 2 , 5
- 4 1 , 2 5
¡
- 1 0 , 0
4 1 2 , 5 0 !
I
9 - 1 1
i
5 , 0
- 1 2 , 0
- 6 0 , 0 0
j
- 1 0 , 0
6 0 0 , 0 0 :
I
1
1 0 - 1 1
3 ?
I 5 , 6
4 9 , 9 2
_ L 1 2 , 7




1 1 7 1 2 , 0 1 :
2 9 3 .
7 . 1 1 . R e s u l t a d e l a s l í n e a s d e i n f l u e n c i a r e p r e s e n t a d a s e n l a f i g u r a :
3 / q ( , Q
, ,
~_~ ~ ~_ _~L~.~ _
N . , #
n l l n
N . , #
m a x
- l , l l t
4 , 4 5 t
N . , #
m l n
N . , #
m a x
2 , 6 8 t
O , 2 7 t
6 e
6 T
- O , 8 4 6 t
- 1 , 7 7 6 t
